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1ΕΥΧΑΡΙΣΤΗΡΙΑ
Η ολοκλήρωση της παρούσας εργασίας στάθηκε δυνατή χάρη στην συνεχή και ολόπλευρη 
στήριξη και αρωγή ανθρώπων που θεωρώ υποχρέωσή μου να ευχαριστήσω.
Ιδιαίτερα ευχαριστώ τον επιβλέποντα καθηγητή μου, Αναπληρωτή Καθηγητή του 
Π.Τ.Δ.Ε του Πανεπιστημίου Θεσσαλίας κ. Τριαντάφυλλο Τριανταφυλλίδη, ο οποίος υπήρξε 
σε όλα τα στάδια εκπόνησης της εργασίας αυτής ακούραστος συμπαραστάτης και 
σύμβουλος. Η επιστημονική και ερευνητική του εμπειρία και γνώση σε συνδυασμό με το 
περιβάλλον κατανόησης, ενθάρρυνσης, εμπιστοσύνης και δημιουργικής διάθεσης, του 
οποίου τα θεμέλια έθεσε και το οποίο καλλιέργησε σε όλη την πορεία της συνεργασίας μας, 
αποτέλεσαν τις ικανές και αναγκαίες συνθήκες για τη συνέχιση και ολοκλήρωση της 
εργασίας αυτής.
Ευχαριστώ τον Επίκουρο Καθηγητή του Π.Τ.Δ.Ε του Πανεπιστημίου Θεσσαλίας κ. 
Κωνσταντίνο Χατζηκυριάκου, μέλος της διμελούς συμβουλευτικής επιτροπής, για τις 
πολύτιμες επιστημονικές του παρεμβάσεις καθώς και για την τιμή που μου έκανε να 
μελετήσει: και να κρίνει την ερευνητική μου εργασία.
Ευχαριστώ τις Καθηγήτριες και τους Καθηγητές του Πανεπιστημίου Θεσσαλίας αλλά 
και εκείνους και εκείνες που ως επισκέπτες Καθηγητές δίδαξαν στο Μεταπτυχιακό Τμήμα 
«Σύγχρονα Περιβάλλοντα Μάθησης και Παραγωγή Διδακτικού Υλικού» του Π.Τ.Δ.Ε του 
Πανεπιστημίου Θεσσαλίας για τη συμβολή τους στην επιστημονική και ερευνητική μου 
συγκρότηση και καλλιέργεια και στην ενίσχυση του ενδιαφέροντος μου για το περιεχόμενο 
σπουδών του Μεταπτυχιακού.
Ευχαριστώ τις συμφοιτήτριες και τους συμφοιτητές μου στο Τμήμα για την φιλία, την 
ουσιαστική επικοινωνία και την συνεργασία που αναπτύχθηκε ανάμεσά μας και που είμαι 
σίγουρος ότι θα συνεχιστεί και στο μέλλον.
Ευχαριστώ τους συναδέλφους δασκάλους κ,κ. Πρασσά Σωτήρη, Μπαμπαλιούτα 
Δημήτρη, Μανδήλα Επαμεινώνδα και Κουτσονικόλα Αθανάσιο για την σημαντική 
. υποστήριξη και τη συμβολή τους στην φάση εφαρμογής της έρευνας.
Τέλος ευχαριστώ την αγαπημένη μου Δήμητρα και τις κόρες μας Βαρβάρα και Γεωργία 
για την υπομονή και τη συμπαράστασή τους σε όλη τη διάρκεια των σπουδών μου.
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ
Το παραδοσιακό μοντέλο διδασκαλίας των κλασμάτων εστιάζει κυρίως στην εκμάθηση από 
τα παιδιά κανόνων και στην ανάπτυξη υπολογιστικών δεξιοτήτων. Διεθνείς έρευνες έχουν 
αναδείξει την αναποτελεσματικότητα μιας παραδοσιακής προσέγγισης στη διδασκαλία των 
κλασματικών εννοιών, καθώς και τις εσφαλμένες αντιλήψεις των παιδιών σε σχέση με τις 
έννοιες αυτές.
Ένα σημαντικό μέρος της διεθνούς βιβλιογραφίας για τη διδασκαλία και τη μάθηση 
στα κλάσματα εστιάζει στους παράγοντες που διαμορφώνουν το μαθησιακό περιβάλλον 
μέσα στο οποίο το παιδί μπορεί να οικοδομήσει τη γνώση για τα κλάσματα. Κυρίως 
προτείνεται η χρήση πολλαπλών αναπαραστάσεων (εμβαδού, μήκους, διακριτών 
αντικειμένων) με διαφορετικά μέσα (χειραπτικά υλικά, εφαρμογές εκπαιδευτικού 
λογισμικού). Επομένως, στον αντίποδα του παραδοσιακού μοντέλου τοποθετείται η 
μαθησιακή θεωρία του εποικοδομισμού (constructivist learning), θέτοντας στο κέντρο της 
μαθησιακής διαδικασίας το παιδί ως κατασκευαστή της ίδιας της γνώσης του, και 
διαμορφώνοντας παράλληλα ένα μαθησιακό περιβάλλον που συνάδει με τις επιταγές μιας 
εποικοδομητικής διδασκαλίας (constructivist teaching).
Στο πρώτο μέρος του κεφαλαίου παρουσιάζουμε μιαν ανασκόπηση της διεθνούς 
βιβλιογραφίας στον χώρο των εννοιών στα κλάσματα. Ακολουθεί η έρευνα της οποίας το 
κεντρικό ερώτημα αφορά στη μελέτη της επίδρασης ενός κατάλληλα διαμορφωμένου 
μαθησιακού περιβάλλοντος με χρήση χειραπτικών υλικών (κλασματικές λωρίδες, 
κλασματικούς κύκλους, ορθογώνια, τετράγωνα και αριθμογραμμές) και εκπαιδευτικού 
λογισμικού (“Representing Fractions” και ‘Tractions Operations” της Sunburst), στον τρόπο 
με τον οπαίο τα παιδιά προσεγγίζουν και οικοδομούν τη γνώση για τις κλασματικές έννοιες 
καμ ειδικότερα, τις πράξεις και την επίλυση προβλημάτων με κλασματικούς αριθμούς.
Η έρευνά μας πραγματοποιήθηκε σε δημοτικό σχολείο της Λάρισας όπου τα δύο 
τμήματα της Ε' τάξης αποτέλεσαν το ένα την ομάδα ελέγχου και το άλλο την ομάδα 
παρέμβασης. Οι κλασματικές έννοιες που μελετήσαμε ήταν κυρίως οι τέσσερις πράξεις στα 
κλάσματα και συμπληρωματικά η έννοια «Μέρος — Όλο», οι έννοιες της κλασματικής 
ισοδυναμίας, του καταχρηστικού κλάσματος και του μεικτού αριθμού, της σύγκρισης στα 
κλάσματα, της δίκαιης μοιρασιάς. Για να συλλέξουμε το υλικό της έρευνας χρησιμοποιήσαμε 
ημιδομημένες συνεντεύξεις (pre-, και post-interviews), ερωτηματολόγια / δοκιμασίες (pre-, 
και post-tests), καταγραφές από δύο βιντεοκάμερες (μια σταθερή και μια κινούμενη), καθώς 
και τις σημειώσεις των παρατηρητών που παρακολούθησαν τις διδακτικές παρεμβάσεις στο 
σύνολό τους. Επιπλέον, συγκεντρώσαμε και αναλύσαμε τα φύλλα εργασίας των παιδιών με 
τα οποία αυτά εργάστηκαν στη φάση των διδακτικών παρεμβάσεων. Η προσέγγισή μας όσον 
αφορά τη συλλογή, ανάλυση και την επεξεργασία των δεδομένων μας ήταν κυρίως ποιοτική.
Από την ανάλυση των δεδομένων που συλλέξαμε πριν, στη διάρκεια και μετά τις 
διδακτικές παρεμβάσεις προέκυψε ότι τα παιδιά της ομάδας παρέμβασης, σε σύγκριση με 
εκείνα της ομάδας ελέγχου, σημείωσαν σημαντική βελτίωση στην κατανόηση και 
επεξεργασία των κλασματικών εννοιών. Πιο συγκεκριμένα, ανέπτυξαν σε σημαντικό βαθμό
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τη δυνατότητα να επιλύουν προβλήματα με κλάσματα, επιδεικνύοντας συνεργασία στην 
ομάδα, αυθόρμητη χρήση χειραπτικών υλικών και αναπαραστατικών σχημάτων στο χαρτί 
κατά τη διαδικασία επίλυσης και παρουσίασης των λύσεων, καθώς και λεκτική ερμηνεία ή 
αιτιολόγηση των απαντήσεων.
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Συμβολισμοί στην παρουσίαση διαλόγων ηχογραφημένων επεισοδίων από τις αρχικές
και τελικές συνεντεύξεις
Το σημείο βαθμού Ο υποδηλώνει ότι ο λόγος που ακολουθεί εκφέρεται σε χαρακτηριστικά 
χαμηλότερη ένταση
Το σημείο του ίσον (=) χρησιμοποιείται για να υποδηλώσει ότι δεν μεσολαβεί κάποιο 
διάστημα μεταξύ του τέλους του προηγούμενου κομματιού του λόγου και του επομένου.
Η παύλα (—) σημειώνει την απότομη διακοπή του λόγου.
Οι αριθμοί σε παρένθεση υποδηλώνουν κενό διάστημα, σιωπή, σε sec.
Το κείμενο σε Italics μέσα σε διπλές παρενθέσεις υποδηλώνει σχόλια του συγγραφέα.
Η τίλδα (~) χρησιμοποιείται μεταξύ λέξεων για να υποδηλώσει ότι το συγκεκριμένο κομμάτι 
του λόγου εκφέρεται σε χαρακτηριστικά μεγαλύτερη ταχύτητα.
Συντομογραφίες μέσα στο κείμενο
Ο. Ε. = Ομάδα Ελέγχου 
Ο. Π. = Ομάδα Παρέμβασης 
Κ. Α. = Κατηγορία Απάντησης
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1ΕΙΣΑΓΩΓΗ
Στις τάξεις τόσο των ερευνητών της διδακτικής των μαθηματικών, όσο και των 
εκπαιδευτικών στις διαφορετικές εκπαιδευτικές βαθμίδες, έχει αναπτυχθεί ένας έντονος 
προβληματισμός που αφορά τη διδακτική προσέγγιση των κλασμάτων και των πράξεων σ’ 
αυτά. Μιλώντας ειδικότερα για την πρωτοβάθμια εκπαίδευση, όπου μπορώ να επικαλεστώ 
και την προσωπική μου διδακτική εμπειρία, πολύ συχνά τα κλάσματα και η διδασκαλία τους 
αποτελούν ένα από τα θέματα συζήτησης, ανταλλαγής απόψεων, προβληματισμών και 
εμπειριών ανάμεσα σε εκπαιδευτικούς. Κοινή αρκετές φορές, ακόμη και αν διαφέρουν οι 
ερμηνευτικές προσεγγίσεις, είναι η διαπίστωση ότι τα παιδιά εμφανίζουν σημαντικές 
δυσκολίες στην κατανόηση των κλασματικών εννοιών.
Η παρούσα εργασία αποτελεί την καταγραφή μιας έρευνας η οποία διεξήχθη στο 
πλαίσιο εκπόνησης μεταπτυχιακής διατριβής και αφορούσε τη διδασκαλία κλασματικών 
εννοιών και πράξεων.
Βασική υπόθεση της έρευνάς μας ήταν η ακόλουθη: «Τα παιδιά είναι σε θέση να 
υπερβούν δυσκολίες και παρανοήσεις σχετικά με τα κλάσματα και να γίνουν κατασκευαστές 
της ίδιας τους της γνώσης, όταν τους δοθεί η δυνατότητα να εργαστούν για το σκοπό αυτό σε 
ένα εποικοδομιστικό περιβάλλον με δομικά χαρακτηριστικά την συνεργατική μάθηση, την 
επίλυση προβλημάτων και την αλληλεπίδραση των παιδιών με χειραππικά υλικά, 
αναπαραστατικά μοντέλα, και κατάλληλα εκπαιδευτικά λογισμικά.»
Η παρούσα εργασία περιλαμβάνει έξι κεφάλαια.
Στο πρώτο κεφάλαιο υπάρχει βιβλιογραφική ανασκόπηση που αφορά: τις αρχικές 
αντιλήψεις των παιδιών για κλασματικές έννοιες και πράξεις, τις διδακτικές προσεγγίσεις 
στα κλάσματα όπως η παραδοσιακή και η εποικοδομισακή, την αξιοποίηση της άτυπης 
γνώσης των παιδιών για τα κλάσματα αλλά και τους ακέραιους αριθμούς στην οικοδόμηση 
των κλασματικών εννοιών, τους νέους ρόλους διδασκόντων και διδασκομένων, την 
κλασματική γλώσσα, την μέθοδο της επίλυσης προβλημάτων, την χρήση χειραπτικών υλικών 
και αναπαραστατικών σχεδίων καθώς και την αξιοποίηση εκπαιδευτικών λογισμικών.
Στο δεύτερο κεφάλαιο αναπτύσσεται η μεθοδολογία της έρευνας δηλ. διατυπώνονται οι 
στόχοι και τα ερευνητικά ερωτήματα, αναφέρονται στοιχεία που αφορούν το δείγμα, 
παρουσιάζεται ο σχεδιασμός της έρευνας και συγκεκριμένα τα εργαλεία συλλογής των
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2δεδομένων, η μέθοδος ανάλυσής τους καθώς και το διδακτικό υλικό των διδακτικών 
παρεμβάσεων.
Στο τρίτο κεφάλαιο βρίσκουμε την ανάλυση των αρχικών δεδομένων της έρευνας, πριν 
τις διδασκαλίες και ακολουθούν στο τέταρτο κεφάλαιο οι διδακτικές παρεμβάσεις τόσο στην 
ομάδα παρέμβασης, όσο και στην ομάδα ελέγχου. Το πέμπτο κεφάλαιο περιλαμβάνει την 
ανάλυση των τελικών δεδομένων που προέκυψαν μετά τις διδασκαλίες.
Στο έκτο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα συμπεράσματα της έρευνας όπως προέκυψαν 
από την ανάλυση και επεξεργασία των ερευνητικών δεδομένων της και διατυπώνονται 
προτάσεις για περαιτέρω έρευνα αλλά και για την διδασκαλία των κλασμάτων στο Δημοτικό 
σχολείο.
Ακολουθεί η βιβλιογραφία ποικίλων διεθνών και ελληνικών πηγών με βάση την οποία 
υποστηρίζεται τόσο το θεωρητικό όσο και το ερευνητικό μέρος της εργασίας μας.
Η εργασία ολοκληρώνεται με το παράρτημα που παρατίθεται και περιλαμβάνει τις 
αρχικές και τελικές συνεντεύξεις, τα αρχικά και τελικά ερωτηματολόγια, τους στόχους και τα 
φύλλα εργασίας που χρησιμοποιήθηκαν στο πλαίσιο των διδακτικών παρεμβάσεων στην 
ομάδα παρέμβασης και στην ομάδα ελέγχου.
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Κεφάλαιο Γ: Βιβλιογραφική ανασκόπηση
Από την ανασκόπηση της διεθνούς βιβλιογραφίας προκύπτει ότι για τη διδασκαλία και 
τη μάθηση στα κλάσματα υπάρχει εδώ και μερικές δεκαετίες αυξημένο ερευνητικό 
ενδιαφέρον (Carraher 1996). Πολλοί ερευνητές συμφωνούν στη διαπίστωση ότι τα παιδιά 
συναντούν στη μάθηση των κλασμάτων σημαντικές δυσκολίες οι οποίες μάλιστα μπορούν να 
αποτελέσουν σοβαρό εμπόδιο στη μαθηματική τους ωρίμανση. (Van de Walle 2005, Charles 
and Nason 2000). Η ανίχνευση των αντιλήψεων των παιδιών για τις έννοιες που αφορούν 
στα κλάσματα και στις πράξεις σ’ αυτά, καθώς και η ανάδειξη των δυσκολιών που τα παιδιά 
αντιμετωπίζουν όπως και των παρανοήσεων στις οποίες οδηγούνται κατά την επεξεργασία 
αυτών των εννοιών, αποτέλεσε και συνεχίζει να αποτελεί ένα από τα κύρια ερευνητικά 
αντικείμενα στη διδακτική των μαθηματικών.
Τα παιδιά προσεγγίζουν τις κλασματικές έννοιες μέσα από τους διαισθητικούς 
μηχανισμούς που διαθέτουν (intuitive mechanisms, κατά Davis and Pitkethly) οι οποίοι 
αλλιώς αποκαλούνται: στοιχειώδης γνώση (primitive knowledge, κατά Kieren), άτυπη γνώση 
(informal knowledge, κατά Mack), προ μαθηματική γνώση (pre-mathematical knowledge, 
κατά Kieren), προηγούμενη γνώση (prior knowledge, κατά Saenz-Ludlow) προ κλασματικές 
έννοιες (pre-fraction concepts κατά Steffe) (αναφ. στο Pitkethly and Hunting 1996).
Τα παιδιά συναντούν δυσκολίες στην κατανόηση των κλασματικών εννοιών και γι’ 
αυτό ενεργοποιούν τους διαισθητικούς μηχανισμούς, την άτυπη δηλαδή γνώση που έχουν για 
τα κλάσματα. Συχνά εμφανίζουν μια εμμονή στο νοητικό σχήμα «Μέρος - Όλο» που κάνει 
τα καταχρηστικά κλάσματα να μοιάζουν μυστήρια και τα δυσκολεύει όταν χρειαστεί να 
αναπτύξουν άλλες κλασματικές μορφές (π.χ. 3 κύκλοι που πρέπει να μοιραστούν σε 4 ίσα 
μέρη). Πολλές φορές εστιάζουν αποκλειστικά στον αριθμό που δηλώνει το κλάσμα 
αγνοώντας παράλληλα την έννοιά του ως λόγου. Ακόμη συχνά συνδέουν ελλιπώς ή 
λανθασμένα τα κλάσματα με τον πολλαπλασιασμό και την διαίρεση των ακεραίων αριθμών. 
Έτσι θεωρούν ότι ο πολλαπλασιασμός μεγαλώνει πάντα τους αριθμούς (Vamvakoussi and 
Vosniadou 2004). Ακόμη δεν συσχετίζουν τα κλάσματα με τους λόγους, τις αναλογίες, τις 
συναρτήσεις και άλλες σχετικές έννοιες (Carraher 1996). Συναντούν δυσκολίες στην 
αναγνώριση της μονάδας πάνω στην αριθμογραμμή καθώς και στη λύση προβλημάτων στα 
οποία ο παρονομαστής του κλάσματος δεν είναι ίσος με τις υποδιαιρέσεις της 
αριθμογραμμής (Keijzer and Terwei 2001).
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4Επίσης συναντούν δυσκολίες όταν χρησιμοποιούν το κυκλικό μοντέλο αναπαράστασης 
(πίτες, στρογγυλά μπισκότα κ.λ.π.) και ειδικότερα όταν πρόκειται να μοιράσουν το Όλο ή 
μέρος αυτού σε περιττό αριθμό μερών. Ακόμη φαίνεται ότι τα παιδιά που δεν καταλαβαίνουν 
τη φύση των κλασματικών συμβόλων αδυνατούν να κατανοήσουν πιο πολύπλοκες μορφές 
των κλασμάτων και επίσης θεωρούν ότι μεγαλύτερα κλάσματα είναι εκείνα που έχουν 
μεγαλύτερους παρονομαστές (Pitkethly and Hunting, 1996).
Μία από τις μεγαλύτερες δυσκολίες για τα παιδιά αποτελεί η έννοια του μη 
πεπερασμένου σε συνδυασμό με την πυκνότητα των κλασματικών αριθμών. Έτσι 
δυσκολεύονται να αντιληφθούν ότι ανάμεσα σε δύο κλασματικούς αριθμούς υπάρχουν 
άπειροι άλλοι (Vamvakoussi and Vosniadou 2004). Όσον αφορά την πρόσθεση και την 
αφαίρεση κλασμάτων τα παιδιά συχνά αντιλαμβάνονται τον αριθμητή και τον παρονομαστή 
ενός κλάσματος ως ακέραιους ανεξάρτητους μεταξύ τους (Resnick and Singer, Lamon στο 
Anthony and Walshaw 2003, σελ. 6) θεωρώντας έτσι ως άθροισμα / διαφορά δύο κλασμάτων 
ένα κλάσμα που έχει αριθμητή το άθροισμα / διαφορά των αριθμητών και παρονομαστή το 
άθροισμα / διαφορά των παρονομαστών των κλασμάτων που προστίθενται / αφαιρούνται 
(Empson 1999, Karnii and Warrington 1999). Όσον αφορά τα λάθη των παιδιών στη 
διαίρεση με κλάσματα η Dina Tirosh τα κατατάσσει σε τρεις κατηγορίες. Λάθη που 
σχετίζονται με δυσκολίες που αφορούν αλγοριθμικές διαδικασίες στη διαίρεση, λάθη που 
έχουν την αφετηρία τους σε παρανοήσεις σχετικές με την έννοια της διαίρεσης και λάθη που 
πηγάζουν από παρανοήσεις που αφορούν την φύση των κλασματικών αριθμών (Tirosh στο 
Bulgar 2003 σελ.319)
Τα κλάσματα αποτελούν μια από τις κύριες διδακτικές ενότητες των σχολικών 
μαθηματικών και συνδέονται γνωστικά άμεσα με έννοιες και λειτουργίες όπως οι λόγοι και 
οι αναλογίες οι δεκαδικοί αριθμός τα ποσοστά, ο ευκλείδειος αλγόριθμος, η γραμμική 
εξίσωση, οι μετρήσεις, κ.α. Για λόγους όπως οι παραπάνω αρκετοί ειδικοί προτείνουν την 
ένταξη των κλασμάτων νωρίτερα από ότι ισχύει σήμερα στο αναλυτικό πρόγραμμα των 
μαθηματικών. Μάλιστα θεωρούν ότι επιτυχέστερη εφαρμογή τους στα αναλυτικά 
προγράμματα θα υπήρχε με την ένταξή τους σε ένα ενιαίο αλγεβρικό πλαίσιο με καθαρές 
συνδέσεις ανάμεσα σε έννοιες όπως τα κλάσματα, οι λόγος οι αναλογίες, οι συναρτήσεις κ.α. 
(Carraher 1996),
Όσον αφορά τις διδακτικές προσεγγίσεις στα κλάσματα θα μπορούσαμε να διακρίνουμε 
με βάση τη διεθνή βιβλιογραφία δύο κατηγορίες: α) την παραδοσιακή και β) την
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εποικοδομιστική προσέγγιση. Στην παραδοσιακή διδακτική προσέγγιση των κλασματικών 
εννοιών στόχος είναι η γνώση «που αποκτάται μέσα από διαδοχικές αλγοριθμικές 
διαδικασίες και απομνημονεύσεις ρουτινών οι οποίες μπορούν να χρησιμοποιηθούν για τη 
λύση προβλημάτων υπολογισμού» (Saxe, Gearhart and Nasir 2001 σελ.57). Η βαρύτητα στην 
παραδοσιακή διδασκαλία στα κλάσματα δίνεται στην ανάπτυξη δεξιοτήτων υπολογισμού και 
στο σημείο αυτό εστιάζει κυρίως και η κριτική που ασκείται σ’ αυτή από πολλούς ερευνητές 
στο χώρο της διδακτικής των μαθηματικών.
Η πρόωρη διδασκαλία στα παιδιά αλγορίθμων και κανόνων στα κλάσματα, δηλαδή 
στοιχείων συχνά ξένων προς την άτυπη γνώση των παιδιών, δημιουργεί σοβαρά προβλήματα 
στις συνδέσεις που χρειάζεται να κάνουν τα παιδιά ανάμεσα σε έννοιες και διαδικασίες και 
ανάμεσα στα κλάσματα και την καθημερινότητα που τα ίδια βιώνουν. Οδηγούν τα παιδιά 
πολλές φορές σε απαντήσεις που δεν μπορούν να ερμηνεύσουν, αφού κανόνες και 
διαδικασίες δεν μπορούν να έχουν προσωπικό νόημα γι αυτά ( Anthony and Walshaw 2003). 
Η εκμάθηση από τα παιδιά κυρίως κανόνων υπολογισμού δεν τα βοηθά να αναπτύξουν 
ικανότητες γενίκευσης των πληροφοριών που έχουν προσλάβει σε άλλες καταστάσεις π.χ. σε 
σύνθετα προβλήματα (Zhijun Wu 2001)
Όταν τα παιδιά καλούνται να λύσουν προβλήματα που δεν είναι κατασκευασμένα να 
προσαρμόζονται εύκολα στις ρουτίνες με τις οποίες αυτά έχουν διδαχθεί τους αλγόριθμους 
στα κλάσματα, ακόμη και μαθητές και μαθήτριες με υψηλότερη της μέσης επίδοσης που 
διαδικαστικά είναι σε θέση να εκτελέσουν αυτούς τους αλγόριθμους, συναντούν δυσκολίες 
(Bulgar 2003). Χαρακτηριστικά για το θέμα αυτό οι Constance Kamii και Ann Dominick 
αναφέρουν: « Όταν προσπαθούμε να διδάξουμε τα παιδιά να κατασκευάζουν σχέσεις 
ανάμεσα σε αριθμούς (λογικομαθηματική γνώση) διδάσκσντάς τους αλγόριθμους (κοινωνική 
— συμβατική γνώση) προσανατολίζουμε την προσοχή τους από την προσπάθεια κατανόησης 
των αριθμών στην προσπάθεια απομνημόνευσης διαδικασιών». (Kamii and Dominick 1997 
σελ.59)
Η πρόωρη παρουσίαση στα παιδιά κλασματικών συμβόλων, στο πλαίσιο της· 
παραδοσιακής διδασκαλίας, σύμφωνα με κάποιους ερευνητές ενοχοποιείται για την αρνητική 
επίδραση της προηγούμενης γνώσης των παιδιών για τους ακεραίους στην οικοδόμηση 
κλασματικών εννοιών (Pitkethly and Hunting 1996). Ακόμη η στέρηση από τα παιδιά της 
δυνατότητας να επινοούν τους δικούς τους τρόπους να χειρίζονται τα κλάσματα, έχει ως 
αποτέλεσμα τη δημιουργία εσφαλμένης αντίληψης για την φύση των μαθηματικών ως μιας
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6λειτουργίας κυρίως απομνημόνευσης παρά αιτιολόγησης (Huinker 1998). Έτσι τα παιδιά 
μπορεί να δείχνουν μεγαλύτερη εμπιστοσύνη σε αλγόριθμους (συχνά εσφαλμένους) και σε 
κανόνες παρά στην ίδια την δική τους σκέψη αφού συνήθως αποφεύγουν ακόμη και να 
προσπαθήσουν να αιτιολογήσουν τις λύσεις που προτείνουν σε μαθηματικά προβλήματα που 
καλούνται να επεξεργαστούν (Mack στο Kamii and Warrington 1999, σελ.85)
Στον αντίποδα του παραδοσιακού μοντέλου τοποθετείται η μαθησιακή θεωρία του 
εποικοδομισμού (constructivist learning), θέτοντας στο κέντρο της μαθησιακής διαδικασίας 
το παιδί ως κατασκευαστή της ίδιας της γνώσης του, και διαμορφώνοντας παράλληλα ένα 
μαθησιακό περιβάλλον που συνάδει με τις επιταγές μιας εποικοδομητικής διδασκαλίας 
(constructivist teaching). Από την σχετική βιβλιογραφική ανασκόπηση προκύπτει μια 
ποικιλία εποικοδομιστικών προσεγγίσεων στη διδασκαλία των κλασμάτων.
Όπως υποστηρίζουν ερευνητές η σύνδεση των διαισθητικών μηχανισμών που διαθέτουν 
τα παιδιά με τα κλασματικά σύμβολα και τους κλασματικούς αλγόριθμους παρέχουν σ’ αυτά 
τη δυνατότητα νοηματοδότησης των κλασματικών εννοιών. Ακόμη το κλειδί για την 
οικοδόμηση των αρχικών κλασματικών εννοιών αλλά και την ευρύτερη κατανόηση των 
κλασματικών αριθμών είναι η έννοια του μοιράσματος. Καθοριστικό για την οικοδόμηση 
των κλασματικών εννοιών στα παιδιά είναι το φυσικό πλαίσιο μέσα στο οποίο 
αναπτύσσονται οι αρχικές κλασματικές έννοιες (Pitkethly and Hunting 1996).
Ειδικότερα, σύμφωνα με την Leen Streefland τα προβλήματα ρεαλιστικών 
καταστάσεων καθώς και η μέθοδος της δίκαιης μοιρασιάς και εκείνης των κοινών 
παρονομαστών (κλασματικές ισοδυναμίες) προσφέρουν μια ικανή βάση για την οικοδόμηση 
της κλασματικής γνώσης (Streefland στο Pitkethly and Hunting 1996, σελ.25, Streefland στο 
Keijzer and Terwel 2001 σελ. 55). Ακόμη άλλοι ερευνητές θεωρούν ότι οι έννοιες των 
ακεραίων θα μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν από τα παιδιά για την οικοδόμηση των 
αρχικών κλασματικών εννοιών (Pitkethly and Hunting 1996).
Όπως από τη σχετική βιβλιογραφική ανασκόπηση προκύπτει, χαρακτηριστικά στοιχεία 
των εποικοδομιστικών προσεγγίσεων στη διδασκαλία των κλασμάτων, τα οποία και θα 
παρουσιάσουμε στη συνέχεια αναλυτικότερα, είναι η χρήση της άτυπης γνώσης των παιδιών 
για τα κλάσματα αλλά και τους ακέραιους αριθμούς στην οικοδόμηση των κλασματικών 
εννοιών, οι νέοι ρόλοι διδασκόντων και διδασκόμενων στη μαθησιακή διαδικασία, το 
ενδιαφέρον για το είδος και την ποιότητα της εκφερόμενης κλασματικής γλώσσας, η 
εισαγωγή στη μαθησιακή διαδικασία κλασματικών αναπαραστατικών μοντέλων και
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7αναλογιών και η αξιοποίησή τους μέσω της χρήσης χειραπτικών υλικών και 
αναπαραστατικών σχημάτων και σχεδίων, η εισαγωγή της μεθόδου επίλυσης προβλημάτων 
πραγματικής κατάστασης καθώς και της μεθόδου των κοινών παρονομαστών (κλασματικές 
ισοδυναμίες), η χρήση νέων εκπαιδευτικών τεχνολογιών καθώς και εκπαιδευτικών 
λογισμικών.
Αρκετοί ερευνητές ασχολήθηκαν με την επίδραση της άτυπης γνώσης των παιδιών στην 
οικοδόμηση από αυτά κλασματικών εννοιών. Ορίζοντας την άτυπη γνώση των παιδιών με 
βάση τα κύρια χαρακτηριστικά της θα λέγαμε ότι άτυπη γνώση μπορεί να ονομαστεί γενικά η 
εφαρμοσμένη, συμπερασματική γνώση που δομείται από το παιδί στη προσπάθειά του να 
κατανοήσει καταστάσεις της πραγματικής ζωής. Επιπρόσθετα αυτή η γνώση είναι πλούσια 
σε συνδέσεις και συσχετίσεις που μπορεί να θεωρηθούν μαθηματικά ορθές ή και εσφαλμένες 
(Mack 2000).
Τα παιδιά, όπως έχουμε σε προηγούμενο σημείο του κεφαλαίου αναφέρει, εντάσσονται 
στη σχολική πραγματικότητα διαθέτοντας ήδη ένα πλούτο άτυπων ή διαισθητικών γνώσεων 
για κλασματικές έννοιες και διαδικασίες που απέκτησαν λειτουργώντας στο προσωπικό τους 
περιβάλλον. Οι γνώσεις τους αυτές σε συνδυασμό με την άτυπη γνώση τους για τους 
ακέραιους αριθμούς μπορεί να αλληλεπιδράσει θετικά με την διδασκόμενη γνώση για τα 
κλάσματα βοηθώντας τα παιδιά στην απόδοση νοήματος σε κλασματικές έννοιες, σύμβολα 
και διαδικασίες και στη συνέχεια στην οικοδόμηση από αυτά της βασικής γνώσης που αφορά 
τους κλασματικούς αριθμούς (Anthony and Walshaw 2003, Mack 2000).
Η εποικοδομητική προσέγγιση στα κλάσματα και η δημιουργία ενός μαθησιακού 
περιβάλλοντος που έχει στο κέντρο του τον μαθητή και την μαθήτρια, διαφοροποιεί τους 
ρόλους διδασκόντων και διδασκόμενων σε σχέση με την παραδοσιακή διδασκαλία. Η 
επιλογή και η κατασκευή κατάλληλων μοντέλων, παραδειγμάτων, ιστοριών και 
προβλημάτων ανήκουν στις αρμοδιότητες που επωμίζεται ο δάσκαλος και η δασκάλα στο 
πλαίσιο του νέου τους ρόλου. Η ανάπτυξη των κλασματικών εννοιών από τα παιδιά 
διαμορφώνεται και από τον λόγο που εκφέρει ο δάσκαλος και η δασκάλα γι’ αυτές. Τα 
παιδιά μέσα σε ένα κλίμα συζήτησης για τα κλάσματα στο οπαίο κυρίαρχα στοιχεία είναι η 
προσεκτική ακρόαση από το δάσκαλο και τη δασκάλα των ερμηνειών των παιδιών, η 
παρότρυνση για ανάπτυξη αποδεικτικής επιχειρηματολογίας από μέρους τους και για 
συζήτηση και συνεργασία με τους συμμαθητές και τις συμμαθήτριές τους με σκοπό την 
επεξεργασία προβλημάτων και την εύρεση εναλλακτικών απαντήσεων σ’ αυτά.
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8ενθαρρύνονται όσον αφορά την ανάπτυξη στρατηγικών σε γνωστικό και μεταγνωστικό 
επίπεδο και γίνονται οι κατασκευαστές της ίδιας τους της γνώσης (Anthony and Walshaw 
2003, Behr era/. 1992)
Οι ερευνητές επισημαίνουν την αξία της ανάπτυξης από τα παιδιά της ικανότητας να 
επικοινωνούν χρησιμοποιώντας ως εργαλείο την κλασματική γλώσσα (Keijzer and Terwel 
2001). Το γενικότερο γλωσσικό επίπεδο των παιδιών αλλά και ο ειδικότερος τρόπος με τον 
οποίο σε κάθε διαφορετική γλώσσα εκφέρονται και νοηματοδοτούνται οι κλασματικοί όροι 
και έννοιες επηρεάζει τον τρόπο με τον οποίο τα παιδιά τις αντιλαμβάνονται και υπό την 
έννοια αυτή η γλώσσα καθορίζει τη μαθησιακή διαδικασία (Anthony and Walshaw 2003).
Η κατανόηση της κλασματικής γλώσσας και των κλασματικών συμβόλων ενισχύεται όταν 
το πλαίσιο μέσα στο οποίο λειτουργούν έχει ως βάση το σχέδιο, την εικόνα 
(αναπαραστάσεις) αλλά και την ενεργητική συμμετοχή των παιδιών στην επίλυση 
προβλημάτων. Κάποιοι ερευνητές υποστηρίζουν ότι τα παιδιά πρέπει πρώτα να μπορούν να 
αντιλαμβάνονται την κλασματική γλώσσα με ποσοτικούς όρους πριν περάσουν στα 
κλασματικά σύμβολα και τους αλγόριθμους (Pitkethly and Hunting 1996).
Το περιεχόμενο και ο τρόπος επίλυσης των προβλημάτων στα μαθηματικά έχουν 
αποτελέσει και συνεχίζουν να αποτελούν σημαντικό αντικείμενο έρευνας. Η σχολή της 
ρεαλιστικής προσέγγισης των μαθηματικών ή αλλιώς των μαθηματικών της κοινής λογικής 
(“real mathematics” or “common sense mathematics” ) προσεγγίζει τα μαθηματικά ως 
δραστηριότητα, ως τρόπο εργασίας. Για το λόγο αυτό προκρίνει την επίλυση προβλημάτων 
πραγματικών καταστάσεων (“real life problems”) εννοώντας με τον όρο αυτό όχι απαραίτητα 
πάντα και με απόλυτο τρόπο αυθεντικές καταστάσεις της καθημερινότητας αλλά κυρίως 
προβλήματα που λειτουργούν σε ένα πλαίσιο στο οποίο τα παιδιά μπορούν να αναγνωρίσουν 
στοιχεία που άπτονται της δικής τους εμπειρικής πραγματικότητας, τους είναι οικεία και 
προκαλούν το ενδιαφέρον τους.
Για την επίλυση αυτών των προβλημάτων ως βασική θεωρείται η αρχή της 
επανανακάλυψης (“reinvention principle”). Μέσα από μια διαδικασία που επικεντρώνει στο 
πρόβλημα (“problem - centered approach”) τα παιδιά δεν καλούνται πλέον να το επιλύσουν 
εντάσσοντας το αμέσως σε ένα προ σχεδιασμένο σύστημα κανόνων και αλγορίθμων αλλά 
αντίθετα καλούνται πρώτα να αναγνωρίσουν σ’ αυτό τις ενυπάρχουσες κεντρικές σχέσεις και 
αναλογίες των δεδομένων του και κατόπιν να τις περιγράφουν χρησιμοποιώντας μια 
διαφορετική της τυπικής μαθηματική γλώσσα, που εκφράζεται με σχήματα, αναπαραστάσεις
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9και αυτοανακαλυπτόμενα σύμβολα. Η επίλυση των προβλημάτων με αυτόν τον τρόπο γίνεται 
ευκολότερη για τα παιδιά αφού τα σύμβολα που χρησιμοποιούν έχουν επινοηθεί από τα ίδια 
και έτσι έχουν αποκτήσει νόημα γι αυτά (Gravemeijer 1997).
Από τα δεδομένα αρκετών ερευνών προκύπτει ότι τα παιδιά που εργάστηκαν με 
προβλήματα ρεαλιστικού περιεχομένου παρουσίασαν καλύτερες επιδόσεις σε σύγκριση με 
εκείνα που εργάστηκαν με προβλήματα που στόχευαν κυρίως στην ανάδειξη κανόνων και 
αλγορίθμων (Charles, Nason and Cooper 1999). ^ *
Σε μια εποικοδομιστική μαθησιακή διαδικασία τα προβλήματα χρειάζεται να 
περιγράφουν ρεαλιστικές καταστάσεις, οικείες στα παιδιά, που να έχουν νόημα γι αυτά, 
αποτελώντας έτσι βασικούς παράγοντες συνδιαμόρφωσης ενός μαθησιακού περιβάλλοντος 
όπου: α) τα παιδιά αξιοποιούν την άτυπη γνώση τους και δημιουργούν τις απαραίτητες 
εννοιολογικές συνδέσεις ανάμεσα στο λόγο, τα χειραπτικά υλικά και τις αναπαραστάσεις, 
εικονικές και συμβολικές, β) αναπτύσσουν γνωστικές και μεταγνωστικές στρατηγικές, γ) 
αλληλεπιδρούν μεταξύ τους και με το δάσκαλο ή τη δασκάλα στο πλαίσιο που ορίζει η 
συνεργατική μάθηση ενισχύοντας ταυτόχρονα την αυτοπεποίθησή τους, δ) τα προβλήματα 
και οι διαδικασίες επίλυσής τους από τα παιδιά αποτελούν για τους δασκάλους και τις 
δασκάλες μια πολύτιμη πηγή πληροφοριών για τον τρόπο με τον οποίο τα παιδιά 
αντιλαμβάνονται και αναπτύσσουν τις μαθηματικές έννοιες καθώς και την βάση σε επόμενα 
στάδια για τη διαδικασία της γενίκευσης και της προτυποποίησης (Murray, Olivier and De 
Beer 1999). Ειδικότερα τα παιδιά έχουν τη δυνατότητα να οικοδομήσουν τα δικά τους 
μοντέλα και αναπαραστάσεις μαθηματικών ιδεών και καταστάσεων της πραγματικότητας με 
τη βοήθεια χρήσιμων συγκειμένων όπως αυτά των προβλημάτων μοιράσματος (sharing 
problems) (Empson, Streefland στο Anthony and Walshaw 2003, σελ. 53).
H Constance Kamii δεχόμενη ότι η πρόωρη εκμάθηση στα παιδιά αλγορίθμων για την 
επίλυση προβλημάτων μπορεί να τα οδηγήσει σε αποφυγή της προσπάθειας για αιτιολόγηση 
των επιλογών τους, προτείνει, με βάση την εποικοδομιστική θεωρία του Piaget και την με 
επίκεντρο το πρόβλημα διδακτική προσέγγιση (“problem — centered approach”), κάποιες 
βασικές αρχές για τη διδασκαλία των κλασμάτων. Με . βάση αυτές τα παιδιά πρέπει να 
καλούνται να επεξεργαστούν προβλήματα χρησιμοποιώντας για το' σκοπό αυτό τις 
υπάρχουσες γνώσεις τους και επινοώντας τις δικές τους λύσεις. Η κρίση για την ορθότητα 
της απάντησης στο πρόβλημα δεν πρέπει να έρχεται αμέσως από το δάσκαλο και τη δασκάλα 
αλλά αντίθετα να αποτελεί πεδίο συζήτησης και επιχειρηματολογίας ανάμεσα στα παιδιά με
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την διακριτική συμμετοχή του δασκάλου και της δασκάλας. Τα παιδιά πρέπει, στην 
επεξεργασία των προβλημάτων που καλούνται να επιλύσουν, να ενθαρρύνονται στη χρήση 
δικών τους αποδεικτικών εργαλείων όπως π.χ. τα αναπαραστατικά σχέδια, τα οποία 
αποτελούν προϊόντα της δικής τους σκέψης και για το λόγο αυτό είναι ιδιαίτερα 
αποτελεσματικά στην εξέλιξη των συλλογιστικών τους ικανοτήτων. Εξίσου σημαντικό είναι 
να παροτρύνονται τα παιδιά στην προσέγγιση του προβλήματος μέσα από διαδικασίες 
πιθανολόγησης και εκτίμησης των λύσεών του μιας και έτσι τα προβλήματα καθίστανται 
περισσότερο προσιτά στα παιδιά (Kamii 1999).
Η DeAnn Huinker αναφέροντας σε άρθρο της τις κατευθυντήριες διδακτικές αρχές που 
προέκυψαν ως προϊόν αναστοχασμού μιας ομάδας εκπαιδευτικών που έλαβε μέρος σε έρευνα 
για τη διδασκαλία των κλασμάτων, τονίζει τη σημασία της παρουσίασης από το δάσκαλο και 
τη δασκάλα στην έναρξη της διδακτικής διαδικασίας λεκτικών προβλημάτων το περιεχόμενο 
των οποίων να παρέχει τη δυνατότητα στα παιδιά για χρήση χειραπτικών υλικών και 
αναπαραστατικών σχεδίων. Σε επόμενη φάση, όσο το δυνατόν συντομότερα, πρέπει τα 
παιδιά να μπορούν να παρουσιάζουν και να επιλύουν προβλήματα κατασκευασμένα από τα 
ίδια. Σε κάθε πρόβλημα πρέπει να δίνεται έμφαση στη σύνδεση πραγματικών καταστάσεων 
(όπως εμφανίζονται στα συγκείμενα των προβλημάτων), προφορικού λόγου (όπως 
αναπτύσσεται στη διαδικασία της αλληλεπίδρασης μέσα στη σχολική τάξη), 
αναπαραστατικών υλικών, σχεδίων και συμβόλων (Huinker 1998).
Η πρόσβασή μας στις μαθηματικές έννοιες, λόγω της αφηρημένης τους φύσης, μπορεί 
να επιτευχθεί μόνο με τη χρήση αναπαραστάσεων. Η συμβολή τους στην καταγραφή καθώς 
και την ανάκληση, την αποσαφήνιση, την αιτιολόγηση και την παρουσίαση στα άλλα μέλη 
της μαθηματικής κοινότητας των συλλογιστικών διαδικασιών που αφορούν μαθηματικές 
έννοιες, είναι καθοριστική (Woleck στο Anthony and Walshaw 2003, σελ.8). Η γνωστική 
αξία των αναπαραστατικών μοντέλων των μαθηματικών εννοιών γενικότερα αλλά και 
ειδικότερα των κλασματικών εννοιών έχει επισημανθεί συχνά στο παρελθόν τόσο από 
ερευνητές της διδακτικής των μαθηματικών όσο και από εκπαιδευτικούς φορείς.
To National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) σε διαφορετικές χρονικές 
περιόδους έχει εκφραστεί θετικά σχετικά με την σημασία της χρήσης προβλημάτων στη 
διδασκαλία των μαθηματικών αλλά και ειδικότερα των κλασματικών εννοιών. Θεωρεί ότι 
όλοι οι μαθητές και οι μαθήτριες θα πρέπει να έχουν τη δυνατότητα να επεξεργάζονται 
κλασματικές έννοιες στο πλαίσιο επίλυσης προβλημάτων τα οποία να τους παρακινούν για
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το σκοπό αυτό προκαλώντας τους το ενδιαφέρον και παρέχοντάς τους το πλαίσιο για την 
αξιοποίηση χειραπτικών υλικών και νέων τεχνολογιών μέσα από διαδικασίες συνεργατικής 
μάθησης (NCTM 2000). Άλλωστε η επίλυση προβλημάτων δεν πρέπει να αποτελεί ένα 
ξεχωριστό κεφάλαιο στη διδακτέα ύλη των μαθηματικών αλλά μια διαδικασία που θα πρέπει 
να διατρέχει όλο το πρόγραμμα σπουδών των μαθηματικών και να παρέχει το πλαίσιο στο 
οποίο να συντελείται η μάθηση εννοιών και δεξιοτήτων (Huinker 1998).
Επιπλέον το NCTM τονίζει ότι στα παιδιά πρέπει να παρέχεται η δυνατότητα να 
χρησιμοποιούν ποικίλες γραφικές, αριθμητικές, φυσικές, αλγεβρικές και λεκτικές 
αναπαραστάσεις και μοντέλα εμβαθύνοντας έτσι στις κλασματικές έννοιες που 
επεξεργάζονται όταν επιλύουν προβλήματα και περιγράφουν τα αποτελέσματά τους. Τα 
μοντέλα αυτά είναι πολύτιμα εργαλεία με την βοήθεια των οποίων τα παιδιά μπορούν να 
δοκιμάσουν την πειστικότητα των ιδεών τους στο πλαίσιο της επικοινωνίας τους με τα άλλα 
μέλη της μαθηματικής κοινότητας στην οποία ανήκουν (NCTM 1989, NCTM 2000)
To Rational Number Project Curriculum, ένα ερευνητικό πρόγραμμα για τη διδασκαλία 
και τη μάθηση των κλασματικών εννοιών, παρουσίασε σημαντικά ερευνητικά αποτελέσματα 
ως προς την οικοδόμηση από τα παιδιά των κλασματικών εννοιών, ακολουθώντας μια 
πρακτική που ενίσχυε την εννοιολογική σύνδεση από τα παιδιά των διαφορετικών 
(εικονικών, λεκτικών, χειραπτικών, ρεαλιστικών και συμβολικών) αναπαραστατικών 
μορφών τους. Παρόμοια αποτελέσματα είχαν να επιδείξουν και άλλα ερευνητικά 
προγράμματα. Μια από τις κοινές παραδοχές των ερευνητών που συμμετείχαν στα 
προγράμματα αυτά ήταν ότι τα αναπαραστατικά μοντέλα εκτός της συμβολής τους στην 
οικοδόμηση από τα παιδιά των κλασματικών εννοιών, δημιουργούν τις προϋποθέσεις και για 
συνεργατική μάθηση (Cramer et al. στο Garcia and Trigueros 2005 σελ.2).
Σύμφωνα με θεωρητικούς της εγκατεστημένης γνώσης οι αναπαραστάσεις στα 
μαθηματικά διακρίνονται σε δύο γενικούς τύπους: α) τις εξωτερικές αναπαραστάσεις, των 
οποίων πεδίο εφαρμογής είναι η σχολική τάξη των μαθηματικών, και β) τις εσωτερικές 
γνωστικές αναπαραστάσεις των μαθηματικών εννοιών όπως αυτές δομούνται από τα ίδια τα 
παιδιά. Τα παιδιά αλληλεπιδρώντας στο μαθησιακό τους περιβάλλον με ποικίλες δομημένες 
εξωτερικές αναπαραστάσεις αναπτύσσουν ένα σύστημα εσωτερικών αναπαραστάσεων. Οι 
εξωτερικές, φυσικές αναπαραστάσεις για να αποτελόσουν εργαλεία ουσιαστικής 
μαθηματικής επικοινωνίας στην τάξη των μαθηματικών πρέπει να μπορούν να αναδείξουν τις
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εννοιολογικές διαστάσεις των γνωστικών περιεχομένων και όχι μόνο τα επιφανειακά και 
'διαδικαστικά χαρακτηριστικά τους (Miura στο Anthony and Walshaw 2003, σελ. 7, 8, 54)
Τα αναπαραστατικά μοντέλα που χρησιμοποιούνται συνήθως στη διδασκαλία των 
κλασμάτων (εξωτερικές αναπαραστάσεις) χωρίζονται σε δύο κατηγορίες: α) τα μη δομημένα, 
δηλαδή τα μοντέλα διακριτών αντικειμένων των οποίων η συμβολή στην οικοδόμηση των 
κλασματικών εννοιών δεν έχει αποδειχθεί το ίδιο μεγάλη όσο σε εκείνη των ακέραιων 
αριθμών, β) τα δομημένα μοντέλα, δηλαδή τα μοντέλα περιοχής καθώς και εκείνα της 
μέτρησης ή του μήκους που θεωρούνται ως καταλληλότερα τουλάχιστον στο αρχικό στάδιο 
της διδασκαλίας των κλασμάτων. Αρκετοί ερευνητές εκφράζουν επιφυλάξεις για την 
αποτελεσματικότητα ακόμη και των δομημένων μοντέλων αναφέροντας ότι αυτά από μόνα 
τους δεν μπορούν να είναι φορείς νοημάτων. Ακόμη εάν οι κώδικες και οι διαδικασίες 
σύνδεσης ανάμεσα στο συγκεκριμένο (αναπαραστατικά μοντέλα) και στο αφηρημένο 
(κλασματική έννοια) δεν είναι οι κατάλληλες είναι πιθανόν αυτή η σύνδεση να μην 
επιτευχθεί από τα παιδιά. Για το λόγο αυτό θέτουν συγκεκριμένα αξιολογικά κριτήρια και 
προϋποθέσεις για την αποτελεσματικότητα των αναπαραστατικών μοντέλων όπως: α) η αρχή 
της σαφήνειας της πηγής (clarity of source principle) , δηλαδή τα παιδιά πρέπει να έχουν 
σαφή εικόνα του αναπαραστατικού μοντέλου και να έχουν κατανοήσει την λειτουργία του, 
β) Ή αρχή της σαφήνειας της σύνδεσης (clarity of mapping principle), δηλαδή το 
αναπαραστατικά μοντέλο πρέπει να παρέχει τη δυνατότητα για σαφή και ξεκάθαρη σύνδεση 
ανάμεσα σ’ αυτό και στην κλασματική έννοια - στόχο, γ) η αρχή της γνωστικής συνοχής 
(Principle of conceptual coherence), δηλαδή οι συνδέσεις ανάμεσα στην πηγή και τον στόχο 
να δομούν ένα συνεκτικό ιστό, δ) η αρχή της ευρύτητας του πεδίου εφαρμογής (principle of 
scope), δηλαδή το μοντέλο να έχει εφαρμογή σε διαφορετικές μεταξύ τους περιπτώσεις 
(Charles, Nason and Cooper 1999).
Τα αναπαραστατικά μοντέλα βρίσκουν την εφαρμογή τους στην σχολική τάξη κατά τη 
διδασκαλία των κλασμάτων με τη μορφή είτε χειραπτικών υλικών (κλασματικοί ράβδος 
λωρίδες, κύκλος γεωπινακες, τάγκραμ, πούλια, χαρτί για δίπλωση κ.λ.π.), είτε 
αναπαραστατικών σχεδίων των παιδιών, είτε προσομοιώσεων στον υπολογιστή. Η αξία της 
χρήσης αναπαραστατικών υλικών (manipulatives) είχε αναγνωριστεί ήδη από τους αρχαίους 
Έλληνες οι οποίοι είχαν ϋιοθετήσει μια εποικοδομιστική προσέγγιση στην επίλυση 
προβλημάτων σύμφωνα με την οποία ένα πρόβλημα θεωρούνταν λυμένο αν είχε προηγηθεί η 
γεωμετρική παρουσίαση της λύσης του με χρήση υλικών (Carraher 1996). Πολλοί
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παιδαγωγοί και ερευνητές ήδη από τη δεκαετία του εξήντα και ως τις ημέρες μας έχουν 
αναφερθεί στη διδακτική αξιοποίηση των αναπαραστατικών υλικών. Σύμφωνα με τον Piaget 
τα παιδιά χρειάζεται να αποκτήσουν εμπειρίες με πραγματικά υλικά και αναπαραστατικά 
σχέδια για να κατακτήσουν αφηρημένες μαθηματικές έννοιες επειδή το επίπεδο πνευματικής 
ωριμότητας στο οποίο βρίσκονται δεν τους επιτρέπει να το επιτύχουν αν για το σκοπό αυτό 
χρησιμοποιηθούν μόνο ο λόγος και τα σύμβολα. Για το ίδιο θέμα ο Bruner αλλά και οι 
Dunlap και Brennan συμπεραίνουν ότι η διαδικασία κατανόησης στα παιδιά-λαμβάνει χώρα 
μέσα από τρία αναπαραστατικά στάδια: το συγκεκριμένο (enactive or concrete Level), το 
εικονικό (iconic or semi - concrete level) και το συμβολικό ή αφηρημένο (symbolic or 
abstract level) και τα αναπαραστατικά υλικά προσφέρουν στα παιδιά στη διαδικασία αυτή 
μια συγκεκριμένη βάση και τις πρακτικές δυνατότητες για ενεργό εμπλοκή τους στη μάθηση 
αφηρημένων μαθηματικών εννοιών (Piaget, Bruner στο Moyer 2001, σελ. 175, 176, Dunlap 
and Brennan στο Lambert σελ.4).
Ειδικότερα για τη διδασκαλία των κλασμάτων ερευνητές αναφέρουν ότι στα παιδιά που 
διδάσκονται τις κλασματικές έννοιες με τον εστιασμένο αποκλειστικά στο κείμενο 
παραδοσιακό τρόπο τα γνωστικά αποτελέσματα δεν είναι τα προσδοκώμενα. Αντίθετα τα 
παιδιά φαίνεται να κατανοούν βαθύτερα και να διατηρούν στο νου τους για μεγαλύτερο 
χρονικό διάστημα κλασματικές έννοιες τις οποίες οικοδόμησαν με τη βοήθεια 
αναπαραστατικών υλικών μέσα από μια διαδικασία τριών σταδίων όπως αυτή που 
αναφέραμε στην προηγούμενη παράγραφο. Ακόμη η εστίαση της διδασκαλίας στα κλάσματα 
στην κατάλληλη χρήση των αναπαραστατικών υλικών μπορεί να συμβάλλει στην ανάπτυξη 
στα παιδιά βασικών χαρακτηριστικών της μαθηματικής σκέψης όπως η επικοινωνία των 
μαθηματικών ιδεών, η ικανότητα επίλυσης προβλημάτων, η ανάπτυξη αποδεικτικής 
επιχειρηματολογίας και η οικοδόμηση προσωπικού νοήματος για τις κλασματικές έννοιες 
(Sebesta and Martin 2004).
Αρκετοί ερευνητές έχουν εκφράσει τις επιφυλάξεις τους για την απόδοση 
υπερεκτιμημένων διδακτικών δυνατοτήτων στα αναπαραστατικά υλικά. Τα αναπαραστατικά 
υλικά δεν είναι αφ εαυτών φορείς νοήματος. Οι μαθηματικές έννοιες εξάλλου έχουν εξ 
ορισμού μεγαλύτερο εύρος από οποιαδήποτε συγκεκριμένη αναπαράστασή τους (Ball στο 
Anthony and Walshaw 2003, σελ.8). Μάλιστα μερικές φορές τα παιδιά μαθαίνουν να 
χρησιμοποιούν τα αναπαραστατικά υλικά με μηχανιστικό τρόπο δίνοντας το βάρος στη 
διαδικαστική πλευρά με αποτέλεσμα να κατανοούν ελάχιστα ή και καθόλου τις μαθηματικές
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 09:05:47 EET - 137.108.70.7
14
έννοιες που υποτίθεται ότι τα αναπαραστατικά υλικά θα αναδείκνυαν όπως και να αδυνατούν 
να δημιουργήσουν τις απαραίτητες εννοιολογικές συνδέσεις ανάμεσα σ’ αυτά και στα 
αφηρημένα μαθηματικά σύμβολα (Moyer 2001). Ακόμη οι δραστηριότητες με 
αναπαραστατικά υλικά που στερούνται γνωστικού πλαισίου και σκοπών θα μπορούσαν να 
αποβούν ζημιογόνες για την κατανόηση των κλασματικών εννοιών από τα παιδιά (Sebesta 
and Martin 2004).
Ο τρόπος χρήσης των αναπαραστατικών υλικών έχει εξαιρετική σημασία μιας και όπως 
έχει ήδη αναφερθεί αυτά δεν οδηγούν με αυτόματο τρόπο στη μάθηση. Η επιλογή τους 
πρέπει να γίνεται προσεχτικά ώστε να διασφαλίζεται για τα παιδιά ένα περιβάλλον 
αποτελεσματικής μαθησιακής εμπειρίας (Baroody στο Lambert σελ.6). Αρκετοί ερευνητές 
έχουν προτείνει κριτήρια και προϋποθέσεις για την αξιολόγηση, την επιλογή και την 
αποτελεσματική διδακτική αξιοποίηση των αναπαραστατικών υλικών. Έτσι τα 
αναπαραστατικά υλικά πρέπει να υποστηρίζουν τα διδακτικά αντικείμενα, να επεξηγούν με 
ακρίβεια τη διδακτική διαδικασία, να συμβάλλουν στην ανάπτυξη δεξιοτήτων αυτομάθησης. 
Να υπάρχει άμεση σύνδεση ανάμεσα στις διαδικασίες επεξεργασίας μαθηματικών εννοιών 
τόσο με αναπαραστατικά υλικά όσο και με αναπαραστατικά σχέδια στο χαρτί. Να 
χρησιμοποιείται ποικιλία αναπαραστατικών μοντέλων για την παρουσίαση και την 
επεξεργασία των κλασματικών εννοιών. Η χρήση των αναπαραστατικών υλικών να είναι 
εφικτή από κάθε παιδί ξεχωριστά αλλά και από συνεργατικές ομάδες παιδιών (Lambert 
1996). Ακόμη γενικότερα οι εξωτερικές αναπαραστάσεις πρέπει να είναι αληθοφανείς, 
ποικίλες και διαφορετικές, σχετικές με τα προς επίλυση μαθηματικά προβλήματα, να 
χαρακτηρίζονται από ευαισθησία σχετικά με την διαφορετικότητα (πολιτισμική, φύλου, 
καταγωγής) των παιδιών αποτρέποντας των αποκλεισμό κάποιων από αυτά (Sullivan et.al. 
στο Anthony and Walshaw 2003, σελ.11). Ένα σημαντικό μέρος των αναπαραστάσεων που 
αξιοποιούνται στη διδακτική διαδικασία πρέπει να αναδύεται μέσα από τις ίδιες τις 
δραστηριότητες των παιδιών αρχικά ως αναπαραστάσεις μιας οικείας προς αυτά κατάστασης 
και στη συνέχεια μέσα από διαδικασίες γενίκευσης και τυποποίησης να μπορούν να 
αποτελόσουν μέσα μαθηματικής αιτιολόγησης (Gravemeijer στο Anthony and Walshaw 
2003, σελ.9)
Σημαντικός θεωρείται από πολλούς ερευνητές ο ρόλος των διδασκόντων στη 
δημιουργία ενός μαθησιακού περιβάλλοντος στο οποίο τα αναπαραστατικά υλικά θα 
μπορούν να συντελέσουν στην ανάπτυξη της μαθηματικής σκέψης των παιδιών. Οι
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αντιλήψεις των διδασκόντων για τον τρόπο με τον οποίο τα παιδιά μαθαίνουν μπορεί να 
επηρεάσει τις επιλογές τους για την αξιοποίηση των αναπαραστατικών υλικών στη διδακτική 
διαδικασία. Είναι σημαντικό οι δάσκαλοι και οι δασκάλες να μπορούν να χρησιμοποιούν τα 
αναπαραστατικά υλικά σαν εργαλεία με τα οπαία τα παιδιά θα είναι σε θέση να συνδέουν 
μεταξύ τους και να μετασχηματίζουν τις μαθηματικές έννοιες συσχετίζοντας την νέα γνώση 
με την υπάρχουσα (Moyer 2001).
Όπως έχουμε ήδη αναφέρει ένα από τα αναπαραστατικά εργαλεία που μπορούν να 
χρησιμοποιηθούν στην τάξη των μαθηματικών είναι και οι προσομοιώσεις αναπαραστάσεων 
των κλασματικών εννοιών στον υπολογιστή. Η προσδοκία για την αυξημένη 
αποτελεσματικότητα των αναπαραστατικών αυτών εργαλείων εδράζει στην πεποίθηση ότι η 
μάθηση βελτιώνεται σημαντικά όταν η γνώση παρουσιάζεται μέσα από διαφορετικές μορφές. 
Τα υπολογιστικά περιβάλλοντα καθίστανται αποτελεσματικά αφού διαθέτουν τη δυνατότητα 
να εμφανίζουν τις πληροφορίες με διαφορετικές μορφές (κείμενο, εικόνα, ήχος, γραφικά, 
προσομοιώσεις, κ.τ.λ. (Proctor, Baturo and Cooper 2001). Ακόμη όπως προκύπτει από 
σχετικές έρευνες τα παιδιά προσεγγίζουν με αυθορμητισμό τους υπολογιστικούς 
μικρόκοσμους αλληλεπιδρώντας με αυτούς μέσα από μια διαδικασία στην οποία οι 
δραστηριότητες παιχνιδιού μετουσιώνονται σε ευχάριστες και δημιουργικές μαθηματικές 
δραστηριότητες (Steffe and Wiegel 1994). Σύμφωνα με το National Council of Teachers of 
Mathematics (NCTM) με την αξιοποίηση των υπολογιστών στη διδακτική διαδικασία τα 
παιδιά αποκτούν τη δυνατότητα της μελέτης και επεξεργασίας περισσότερων 
αναπαραστατικών μορφών από ότι με τα χειραπτικά αναπαραστατικά υλικά (NCTM 1989, 
NCTM 2000).
Από την άλλη ο κατάλληλος συνδυασμός της χρήσης χειραπτικών αναπαραστατικών 
υλικών καθώς και αναπαραστατικών προσομοιώσεων στον υπολογιστή μπορεί να 
μεγιστοποιήσει τη διδακτική και γνωστική αξία αμφοτέρων. Η μάθηση με χρήση 
υπολογιστών μπορεί να θεωρείται αποτελεσματική όταν τα παιδιά με την συμβολή των 
εποικοδομιστικού τύπου δραστηριοτήτων του λογισμικού εμπλέκονται ενεργά στην επίλυση 
προβλημάτων τόσο σε ατομικό όσο και σε ομαδικό - συνεργατικό πλαίσιο (Proctor, Baturo 
and Cooper 2001). Οι προσομοιώσεις στον υπολογιστή αναπαραστατικών μοντέλων 
επιτρέπουν την απεικόνιση πραγματικών καταστάσεων, λειτουργούν ως γέφυρες ανάμεσα 
στη νέα και την προϋπάρχουσα γνώση και μπορούν να συμπεριλάβουν διαφορετικές
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αναπαραστατικές μορφές της ίδιας κάθε φορά κλασματικής έννοιας (Jimoyiannis and Komis
2001).
Όπως έχουμε ήδη αναφέρει ένας ακόμη τύπος αναπαραστατικών μοντέλων που 
χρησιμοποιούν τα παιδιά είναι και τα αναπαραστατικά σχέδια που κατασκευάζουν τα ίδια 
όταν επιλέγουν να οπτικοποιήσουν το πρόβλημα το οποίο επιχειρούν να ετηλύσουν. Τα 
αναπαραστατικά σχέδια των παιδιών λειτουργούν ως η γέφυρα σύνδεσης ή το ενδιάμεσο 
σκαλοπάτι ανάμεσα στις νοητικές και τις φυσικές αναπαραστάσεις των κλασματικών 
εννοιών τις οποίες επεξεργάζονται τα παιδιά (Streefland στο Sharp and Adams 2002, 
σελ.346, Van Essen and Hamaker στο Wu 2001, σελ.175).
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Με την έρευνα αυτή θελήσαμε^ Γ) να ανιχνεύσουμε και να μελετήσουμε τις παρανοήσεις 
αλλά και τις δυσκολίες που εμφανίζουν τα παιδιά της Ε' τάξης του Δημοτικού Σχολείου όταν 
επεξεργάζονται έννοιες που αφορούν τις τέσσερις πράξεις στα κλάσματα αλλά και έννοιες 
όπως εκείνες της κλασματικής ισοδυναμίας, του καταχρηστικού κλάσματος και του μεικτού 
αριθμού, της σύγκρισης στα κλάσματα, της δίκαιης μοιραστάς,.^2}; να μελετήσοημε. τις 
γνωστικές αλλαγές που εμφανίζονται στα παιδιά, σε σχέση με τις προαναφερθείσες έννοιες 
με την συμβολή ενός νέου εποικοδομιστικού μαθησιακού περιβάλλοντος όπου τα παιδιά 
οικοδομούν ενεργητικά και συνεργατικά τη γνώση με τη βοήθεια χειραπτικών υλικών, 
κατάλληλου εκπαιδευτικού λογισμικού, προβλημάτων πραγματικής κατάστασης και 
αναπαραστατικών μοντέλων.
2.2 Δείγμα
Η έρευνα πραγματοποιήθηκε το έτος 2005 σε ένα σχολείο των περιφερειακών συνοικιών της 
Λάρισας στα δύο τμήματα της Ε' τάξης του. Το ένα τμήμα, το οποίο ορίστηκε για τις 
ανάγκες της έρευνάς μας ως η ομάδα Ελέγχου, αριθμούσε 13 παιδιά (7 κορίτσια και 6 
αγόρια) ενώ το άλλο που αποτέλεσε την ομάδα Παρέμβασης αριθμούσε 18 παιδιά (11 
κορίτσια και 7 αγόρια). Μπορούμε να θεωρήσουμε τις δύο ομάδες ισότιμες με βάση τα 
παρακάτω στοιχεία: α) την εξέταση της μέσης βαθμολογίας των παιδιών στο προηγούμενο 
σχολικό έτος καθώς και της μέσης βαθμολογίας τους των δύο τριμήνων του σχολικού έτους 
που διεξήχθη η έρευνα β) την εικόνα που σχηματίσαμε από τις σχετικές συζητήσεις με τους 
δασκάλους των τάξεων για την σχολική επίδοση των μαθητών τους, γ) το 
κοινωνικοοικονομικό και μορφωτικό προφίλ των κηδεμόνων των παιδιών όπως αυτό 
προέκυπτε από τα σχετικά αρχεία του σχολείου.
2.3 Σχεδιασμός
Πριν από την υλοποίηση της έρευνάς μας προηγήθηκε το αναγνωριστικό, όπως θα μπορούσε 
να ονομαστεί, στάδιο. Αυτό περιελάμβανε την επικοινωνία και την ενημέρωση από πλευράς 
του ερευνητή των έμμεσα ή άμεσα εμπλεκόμενων στην έρευνα από το χώρο του σχολείου 
(διεύθυνσης του σχολείου, συλλόγου διδασκόντων, δασκάλων και μαθητών και μαθητριών
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των δύο τμημάτων της Ε' τάξης) σχετικά με τις λεπτομέρειες της έρευνας που αφορούσαν 
τον καθένα.
Η ερευνά μας υλοποιήθηκε σε τρεις διαδοχικές φάσεις.
I1 Φάση: Αφορά το χρονικό διάστημα πριν τις διδακτικές παρεμβάσεις. Στη φάση αυτή έγινε 
συλλογή δεδομένων που μας χρησιμέυσαν στην καταγραφή των αντιλήψεων των παιδιών για 
τις πράξεις στα κλάσματα και τις έννοιες: «Μέρος - Όλο», κλασματική ισοδυναμία, 
καταχρηστικό κλάσμα, μεικτός αριθμός, σύγκριση στα κλάσματα, δίκαιη μοιρασιά. Για το 
σκοπό αυτό πραγματοποιήθηκαν συνεντεύξεις (Pre - Interviews) με τρία παιδιά από κάθε 
ομάδα (Ελέγχου και Παρέμβασης) και συμπληρώθηκαν ερωτηματολόγια/δοκιμασίες (Pre - 
Tests) από το σύνολο των παιδιών και των δύο ομάδων.
2η Φάση: Αφορά τις διδακτικές παρεμβάσεις στις δύο ομάδες. Και τα δύο τμήματα είχαν ήδη, 
πριν ξεκινήσουμε την έρευνά μας, διδαχθεί τα κεφάλαια που αφορούν τα κλάσματα και τις 
πράξεις σ’ αυτά όπως προέβλεπε το αναλυτικό πρόγραμμα σπουδών για τα Μαθηματικά της 
Ε' τάξης του δημοτικού σχολείου (Α.Π.Σ. Αρ.Φύλλου 1374 τ.Β' / 18-10-2001 Αρθ. 4).
Και στις δύο ομάδες τις διδακτικές παρεμβάσεις πραγματοποίησε ο ίδιος ο ερευνητής. Στην 
ομάδα Παρέμβασης η διδακτική παρέμβαση πραγματοποιήθηκε στο χρονικό διάστημα από 
24 Μαΐου έως 7 Ιουνίου. Πρόκειται για'εννέα ενότητες διδακτικής παρέμβασης που 
πραγματοποιήθηκαν αντίστοιχα σε εννέα ημέρες και κάλυψαν όλες τις κλασματικές έννοιες 
και πράξεις που αναφέρονται στην υποενότητα «1η φάση». Στην ομάδα Ελέγχου 
πραγματοποιήθηκαν διδακτικές παρεμβάσεις τριών ημερών στις οποίες εστιάσαμε στην 
επανάληψη όσων τα παιδιά είχαν διδαχθεί από το δάσκαλό τους για τα κλάσματα στο 
προηγούμενο χρονικό διάστημα.
3η Φάση: Αφορά το χρονικό διάστημα μετά τις διδακτικές παρεμβάσεις. Στη φάση αυτή 
έγιναν συνεντεύξεις (Post — Interviews) με τα ίδια παιδιά από κάθε ομάδα και 
συμπληρώθηκαν ερωτηματολόγια /δοκιμασίες (Post - Tests) από το σύνολο των παιδιών και 
των δύο ομάδων. Ο σκοπός μας στη φάση αυτή ήταν η συλλογή δεδομένων που θα μας 
χρησίμευαν στην καταγραφή των αντιλήψεων των παιδιών και των δύο ομάδων για τις 
κλασματικές πράξεις και τις έννοιες όπως αναφέρονται στην υποενότητα «1η φάση».
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2.4 Εργαλεία συλλογής δεδομένων
Η μέθοδος που επιλέχθηκε ως η καταλληλότερη για τη συλλογή των δεδομένων της έρευνάς 
μας είναι η μεθοδολογική τριγωνοποίηση. Οι Cohen και Manion (1994) αναφέρουν ότι η 
τριγωνοποίηση είναι μία από τις καταλληλότερες μεθόδους αξιολόγησης διαφορετικών 
μεθόδων διδασκαλίας. Στην περίπτωση της έρευνάς μας ως κεντρικός στόχος έχει τεθεί η 
συγκριτική αξιολόγηση της παραδοσιακής και της εποικοδομιστικής διδακτικής προσέγγισης 
σε κλασματικές έννοιες και στις πράξεις στα κλάσματα.
Με βάση την παραπάνω επιλογή μεθόδου συλλογής δεδομένων για τη συλλογή των 
δεδομένων στην έρευνά μας χρησιμοποιήσαμε ημιδομημένες συνεντεύξεις (pre και post 
interviews), ερωτηματολόγια / δοκιμασίες (pre και post tests) τα οποία σχεδιάστηκαν και 
κατασκευάστηκαν από τον ερευνητή, καταγραφές από δύο βιντεοκάμερες (μια σταθερή και 
μια κινούμενη), τα φύλλα εργασίας τα οποία επεξεργάστηκαν τα παιδιά στη φάση των 
διδακτικών παρεμβάσεων στις δύο ομάδες, καθώς και τις σημειώσεις των παρατηρητών που 
παρακολούθησαν τις διδακτικές παρεμβάσεις στο σύνολό τους.
Συνεντεύξεις
Για τις συνεντεύξεις επιλέχθηκαν από τον ερευνητή τυχαία τρία παιδιά από κάθε ομάδα 
(Ελέγχου και Παρέμβασης). Οι συνεντεύξεις έγιναν σε δύο διαφορετικές χρονικά φάσεις. Οι 
αρχικές συνεντεύξεις (pre - interviews) προηγήθηκαν των αρχικών ερωτηματολογίων / 
δοκιμασιών (pre - tests) αλλά και των διδακτικών παρεμβάσεων. Οι τελικές συνεντεύξεις 
(post — interviews) ακολούθησαν τις διδακτικές παρεμβάσεις και προηγήθηκαν των τελικών 
ερωτηματολογίων / δοκιμασιών (post - tests). Στην Ομάδα Ελέγχου και στην Ομάδα 
Παρέμβασης λήφθηκε αρχική συνέντευξη (pre-interview) διαδοχικά στην αρχή από ένα παιδί 
ατομικά και κατόπιν από ένα ζεύγος παιδιών ενώ στην τελική συνέντευξη (post-interview) 
όλες οι συνεντεύξεις ήταν ατομικές.
Οι συνεντεύξεις ανήκαν στην κατηγορία των «ημι-δομημένων» συνεντεύξεων. Οι 
διάλογοι ερευνητή — παιδιών καταγράφονταν σε μαγνητόφωνο. Στη διάρκεια της 
συνέντευξης ο ερευνητής τροποποιούσε, επαναδιατύπωνε όπου χρειαζόταν τις ερωτήσεις που 
είχε προετοιμάσει ή και έθετε επιπλέον εμβόλιμες ερωτήσεις για να αποσαφηνίσει τις 
αντιλήψεις των παιδιών και να εμβαθύνει στη σκέψη τους. Ακόμη σε κάποιες περιπτώσεις 
παραλήφθηκαν κάποιες ερωτήσεις (που αφορούσαν την ίδια μαθηματική έννοια ή 
διαδικασία) για λόγους οικονομίας χρόνου. Τα παιδιά είχαν τη δυνατότητα να 
χρησιμοποιήσουν χαρτί και μολύβι και να κάνουν πράξεις ή να σχεδιάσουν (π.χ. τις
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αναπαραστάσεις των κλασμάτων και των πράξεων). Στις συνεντεύξεις οι ερωτήσεις που 
χρησιμοποιήθηκαν είχαν κυρίως τη μορφή προβλημάτων που αποσκοπούσαν (σύμφωνα και 
με τους στόχους της έρευνάς μας) στην ανάδειξη των αντιλήψεων των παιδιών για τις 
τέσσερις πράξεις στα κλάσματα και συμπληρωματικά για τις έννοιες: «Μέρος - Όλο», 
κλασματική ισοδυναμία, καταχρηστικό κλάσμα και μεικτός αριθμός, σύγκριση κλασμάτων, 
δίκαιη μοιρασιά.
Ερωτηίΐατολόνια -Δοκιιιασίες
Τα παιδιά κλήθηκαν να απαντήσουν σε δύο ερωτηματολόγια - δοκιμασίες. Και στα δύο τα 
παιδιά είχαν όσο χρόνο χρειαζόταν για να τα συμπληρώσουν. Στο μικρό εισαγωγικό 
σημείωμα του ερευνητή τονίζονταν ότι στόχος των ερωτηματολογίων - δοκιμασιών ήταν η 
παροχή στον ερευνητή της δυνατότητας να μελετήσει τις απόψεις των παιδιών για θέματα 
που σχετίζονται με τα κλάσματα, ώστε ο ίδιος να είναι σε θέση να προτείνει τρόπους για τη 
βελτίωση της διδασκαλίας αυτών των εννοιών και όχι η βαθμολόγηση των γνώσεων των 
παιδιών. Η δεδηλωμένη πρόθεση του ερευνητή για εχεμύθεια και εμπιστευτικότητα 
υλοποιήθηκε όταν κάλεσε τα παιδιά να χρησιμοποιήσουν στα στοιχεία ταυτότητας των 
ερωτηματολογίων — δοκιμασιών ψευδώνυμα δικής τους επιλογής. Ακόμη ζητήθηκε από τα 
παιδιά να απαντούν στα ερωτήματα - προβλήματα χρησιμοποιώντας εκτός από πράξεις και 
σχήματα, σχέδια και λόγια και αναζητώντας και δεύτερο τρόπο επίλυσης των ερωτημάτων - 
προβλημάτων όπου αυτό ήταν δυνατόν.
Το αρχικό ερωτηματολόγιο — δοκιμασία (Pre — Test) περιείχε δεκαεπτά ερωτήματα - 
προβλήματα, ενώ το τελικό ερωτηματολόγιο (Post - test) έντεκα. Τα ερωτήματα - 
προβλήματα στα δύο ερωτηματολόγια ήταν διαφορετικά (εκτός από τα No 6 και No 4 
αντίστοιχα για το αρχικό και τελικό τα οποία είχαν μόνο διαφορετικό το καταχρηστικό 
κλάσμα). Βέβαια και στα δύο ερωτηματολόγια εξεταζόταν συνολικά η ίδια ομάδα 
κλασματικών εννοιών όπως φαίνεται και από τους πίνακες 1 και 2 που ακολουθούν.
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Οι πίνακες που ακολουθούν (Πίνακας 2.1, Πίνακας 2.2) εμφανίζουν τις κλασματικές 
έννοιες τις οποίες πραγματεύεται κάθε ερώτημα - πρόβλημα στα δύο ερωτηματολόγια καθώς 
και την ύπαρξη ή όχι στα ερωτήματα - προβλήματα αναπαραστατικών σχημάτων έτοιμων ή 
προς επεξεργασία από τα παιδιά.
Πίνακας 2.1: Κλασματικές έννοιες και αναπαραστατικά σχήματα στο αρχικό ερωτηματολόγιο - 
δοκιμασία (Pre — Test)
Ερωτήματα
προβλήματα
Κλασματικές έννοιες Αναπαραστατικά σχήματα που δίνονται 
ολοκληρωμένα ή προς επεξεργασία από τα 
παιδιά




ισοδυναμία, σύγκριση κλασμάτων, δίκαιη μοιρασιά Πρόβλημα 2)
5 «Μέρος-Όλο», καταχρηστικά, μεικτοί Κλασματικές λωρίδες, κλασματικοί κύκλοι 
(ολοκληρωμένα)
6 «Μέρος - Όλο», καταχρηστικά, μεικτοί Κλασματικός κύκλος (προς επεξεργασία)
7 «Μέρος - Όλο», κλασματική ισοδυναμία Κλασματικές λωρίδες (ολοκληρωμένες)
8 Κλασματική ισοδυναμία Γεωπίνακες (προς επεξεργασία)
9 Σύγκριση κλασμάτων Αριθμσγραμμή (προς επεξεργασία)
10 «Μέρος - Όλο», σύγκριση κλασμάτων, 
απλοποίηση κλασμάτων, ανάγωγα κλάσματα
Κλασματικές λωρίδες (ολοκληρωμένες)
11 Πολλαπλασιασμός στα κλάσματα —
12 Πολλαπλασιασμός στα κλάσματα Κλασματικές λωρίδες (προς επεξεργασία)
13 Πολλαπλασιασμός στα κλάσματα Ορθογώνια παραλληλόγραμμα (ολοκληρωμένα)
14, 15, 16 Διαίρεση στα κλάσματα —
17 Διαίρεση στα κλάσματα Κλασματικές λωρίδες (ολοκληρωμένες)
Πίνακας 2.2: Κλασματικές έννοιες και αναπαραστατικά σχήματα στο τελικό ερωτηματολόγιο - 
δοκιμασία (Post - test)
Ερωτήματα
προβλήματα
Κλασματικές έννοιες Αναπαραστατικά σχήματα που δίνονται 
ολοκληρωμένα ή προς επεξεργασία από 
τα παιδιά
1 Πρόσθεση, αφαίρεση, πολλαπλασιασμός κλασμάτων, 
«Μέρος - Όλο», κλασματική ισοδυναμία
Διακριτά αντικείμενα (γεωμετρική έλλειψη) 
(προς επεξεργασία)
2 «Μέρος - Όλο», πρόσθεση κλασμάτων, συμπλήρωμα 
Όλου
Κλασματική λωρίδα (προς επεξεργασία)
3 Καταχρηστικά κλάσματα, μεικτοί αριθμοί Ορθογώνια
παραλληλόγραμμα (ολοκληρωμένα)
4 «Μέρος — Όλο», καταχρηστικά, μεικτοί Κλασματικός κύκλος (προς επεξεργασία)
5 Πρόσθεση κλασμάτων Κλασματικές λωρίδες (ολοκληρωμένες)
6 Σύγκριση κλασμάτων, κλασματική ισοδυναμία Αριθμσγραμμή (προς επεξεργασία)
7 Κλασματική ισοδυναμία Κλασματικές λωρίδες (προς επεξεργασία)
8 Πολλαπλασιασμός στα κλάσματα —
9 Πολλαπλασιασμός στα κλάσματα Κλασματικές λωρίδες (προς επεξεργασία)
10 Διαίρεση στα κλάσματα —
11 Διαίρεση στα κλάσματα —
Όπως παρατηρούμε στους παραπάνω πίνακες ο σχεδιασμός των ερωτημάτων - 
προβλημάτων του αρχικού ερωτηματολογίου προέβλεπε την δυνατότητα ανίχνευσης των 
αντιλήψεων των παιδιών για όλο το φάσμα των κλασματικών εννοιών. Μάλιστα όλες σχεδόν
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οι κλασματικές έννοιες εμφανίζονται ως αντικείμενα περισσοτέρων του ενός ερωτημάτων - 
προβλημάτων δίνοντας μας έτσι τη δυνατότητα διασταύρωσης και πολλαπλού ελέγχου των 
στοιχείων που προέκυπταν όσον αφορά τις αντιλήψεις των παιδιών γι αυτές. Ακόμη 
παρατηρούμε ότι σε κάποια από τα ερωτήματα — προβλήματα υπήρχαν έτοιμα ή προς 
επεξεργασία από τα παιδιά σχήματα που αντιστοιχούσαν στα περισσότερα από τα 
αναπαραστατικά μοντέλα των κλασμάτων. Με αυτόν τον τρόπο πιστεύουμε ότι τα παιδιά 
είχαν τη δυνατότητα να αποκτήσουν μια αρχική εικόνα της δυνατότητας αναπαράστασης των 
κλασμάτων με σχήματα, μιας και τους ζητούσαμε να επιχειρήσουν στις απαντήσεις τους και 
τα ίδια να χρησιμοποιήσουν όσο τους ήταν δυνατόν εκτός από πράξεις και κλασματικές 
αναπαραστάσεις.
Συμπληρωματικά θα λέγαμε ότι επιλέξαμε το μεγαλύτερο μέρος των ερωτημάτων και 
των δύο ερωτηματολογίων να είναι διατυπωμένα με τη μορφή λεκτικού προβλήματος. Αυτό 
έγινε γιατί θεωρήσαμε ότι με αυτόν τον τρόπο στα παιδιά δίνονταν ένα πλαίσιο στο οποίο θα 
μπορούσαν να αναπτύξουν τις στρατηγικές επίλυσής τους και να επιχειρήσουν να εκφράσουν 
τις σκέψεις τους με σχήματα αλλά και με λόγια προσφέροντάς μας έτσι τη δυνατότητα για 
εμβάθυνση στις αντιλήψεις τους για τις κλασματικές έννοιες με χρήση της ποιοτικής 
ανάλυσης των στοιχείων που ήταν και η αρχική εκφρασμένη επιλογή μας.
Βιντεοσκοπήσεις
Χρησιμοποιήθηκαν δύο βιντεοκάμερες, μία σταθερή και μία κινούμενη με τις οποίες 
καταγράφηκαν οι διδακτικές παρεμβάσεις και στις δύο ομάδες. Η σταθερή κάμερα 
προβλέφθηκε να τοποθετείται έτσι ώστε, όσο αυτό ήταν τεχνικά δυνατό, να προσφέρει μια 
συνολική εικόνα της αίθουσας. Την κινούμενη κάμερα θα χειρίζονταν κάποιος από τους 
συνεργάτες του ερευνητή ώστε αυτός να μπορεί να διαχειριστεί τον ρόλο που είχε αναλάβει 
και ως διδάσκων στις δύο διδακτικές παρεμβάσεις. Το υλικό των βιντεοσκοπήσεων 
προβλέπονταν να αναλυθεί και να επεξεργαστεί ώστε σε συνδυασμό με το υλικό που θα 
προέκυπτε από την ανάλυση και επεξεργασία των φύλλων εργασίας που θα συμπλήρωναν τα 
παιδιά στο στάδιο των διδακτικών παρεμβάσεων να αποτελέσει ένα από τα βασικά στοιχεία 
για την παρουσίαση των διδακτικών παρεμβάσεων.
Παρατήοτιση
Σε όλη τη διάρκεια της διδακτικής παρέμβασης στην ομάδα παρέμβασης είχε προβλεφτεί να 
υπάρχουν στην αίθουσα δύο παρατηρητές. Η ομάδα των παρατηρητών στην ομάδα 
Παρέμβασης αποτελούνταν από τρία μέλη τα οποία ήταν συμφοιτητές του ερευνητή στο
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μεταπτυχιακό πρόγραμμα στο πλαίσιο του οποίου διεξήχθη η έρευνα και οι οποίοι είχαν 
κάποια θεωρητική κατάρτιση για τις τεχνικές παρατήρησης. Ο ένας από αυτούς ήταν και ο 
δάσκαλος της τάξης που στην έρευνά μας αποτέλεσε την ομάδα Παρέμβασης. Παρόντα και 
ενεργά στην παρατήρηση ήταν κάθε φορά τα δύο από τα μέλη της προαναφερθείσας ομάδας. 
Στη διδασκαλία στην ομάδα Ελέγχου παρατηρητής ήταν ο δάσκαλος της τάξης. Ο ερευνητής 
επίσης κατέγραφε τις παρατηρήσεις του κάθε φορά στα ενδιάμεσα διαλείμματα και μετά την 
ολοκλήρωση κάθε φορά μιας διδακτικής παρέμβασης.
Φύλλα Εργασίας
Τα φύλλα εργασίας που δώσαμε στα παιδιά και των δύο ομάδων στην έρευνά μας 
αποτέλεσαν, εκτός από υλικό απαραίτητο για την υλοποίηση των διδακτικών παρεμβάσεων, 
και ένα από τα εργαλεία συλλογής των δεδομένων. Στην ομάδα Παρέμβασης δόθηκαν προς 
επεξεργασία συνολικά 14 φύλλα εργασίας ενώ στην ομάδα Ελέγχου 7 φύλλα εργασίας.
Στα 9 από τα 14 φύλλα εργασίας της ομάδας παρέμβασης δίδονταν προβλήματα 
πραγματικής κατάστασης. Σε άλλα 4 φύλλα εργασίας που αφορούσαν εργασία με τα δύο 
λογισμικά “Representing Fractions” και “Fractions Operations” τα παιδιά έπρεπε να 
κατασκευάσουν τα ίδια και να εμφανίσουν στην οθόνη του υπολογιστή ώστε να τα 
επεξεργαστεί το άλλο μέλος της ομάδας (ζεύγος), προβλήματα για κλασματικές έννοιες όπως 
το «μέρος — Όλο», συμπλήρωμα Όλου, ανακατασκευή Όλου, δίκαιη μοιρασιά, και 
προβλήματα για τις πράξεις στα κλάσματα. Υπήρχε ένα ακόμη φύλλο εργασίας στο οποίο τα 
παιδιά έπρεπε να εμφανίσουν με αναπαραστατικό σχέδιο σε δεδομένο μοντέλο (γεωπίνακας) 
έναν πολλαπλασιασμό με κλάσματα.
Από τα επτά φύλλα εργασίας της ομάδας Ελέγχου, σε ένα υπήρχαν τρία προβλήματα, 
ένα πρόσθεσης και αφαίρεσης και από ένα για πολλαπλασιασμό και διαίρεση κλασμάτων, 
ενώ όλα τα υπόλοιπα είχαν δραστηριότητες (ασκήσεις) υπολογισμού στις τέσσερις πράξεις 
στα κλάσματα.
2.5 Μέθοδος ανάλυσης δεδομένων \
Η προσέγγισή μας όσον αφορά την ανάλυση των δεδομένων της έρευνας υπήρξε κυρίως 
ποιοτική. Αυτό άλλωστε υπαγόρευε και το σχετικά μικρό δείγμα που είχαμε στη διάθεσή 
μας. Βέβαια και στην περίπτωση αυτή είναι αναπόφευκτη μια κάποια ποσοτική παράλληλα 
προσέγγιση όταν μάλιστα το είδος των δεδομένων το επιτρέπει, όταν δηλαδή είναι σαφείς
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και σημαντικές (ακόμη και στο μικρό μέγεθος του δείγματος) οι διαφορές ανάμεσα στις δύο 
ομάδες (Ελέγχου και Παρέμβασης).
Τα ποιοτικά στοιχεία στα οποία βασίστηκε κυρίως η ανάλυση των δεδομένων που 
επιχειρήσαμε αφορούσαν: α) το βαθμό χρήσης και την ποιότητα (σαφήνεια, μαθηματική 
ορθότητα, ποικιλία) των αναπαραστατικών σχημάτων που χρησιμοποίησαν τα παιδιά για να 
προσεγγίσουν, να ερμηνεύσουν και να παρουσιάσουν τις κλασματικές έννοιες τις οποίες 
καλούνταν να επεξεργαστούν κάθε φορά, β) την ανάλυση του λόγου (discourse analysis) των 
παιδιών σε σχέση με τις πράξεις στα κλάσματα και τις κλασματικές έννοιες «Μέρος - Όλο», 
κλασματική ισοδυναμία, καταχρηστικό κλάσμα μεικτός αριθμός, σύγκριση κλασμάτων, 
δίκαιη μοιρασιά, όπως αυτός καταγράφηκε στις συνεντεύξεις, στη λεκτική ερμηνεία των 
παιδιών κατά την επίλυση προβλημάτων στο πλαίσιο των αρχικών και τελικών 
ερωτηματολογίων / δοκιμασιών, στα φύλλα εργασίας των διδακτικών παρεμβάσεων, και 
στην αλληλεπίδραση παιδιών αναμεταξύ τους (ενδοομαδικά, διομαδικά) και ανάμεσα στα 
παιδιά και το διδάσκοντα (όπως καταγράφηκε από τους παρατηρητές στα φύλλα καταγραφής 
τους και από τις βιντεοκάμερες κατά τη βιντεοσκόπηση) γ) τον βαθμό χρήσης, το είδος, την 
ποικιλία και τον τρόπο χρήσης χειραππικών υλικών από τα παιδιά, όπως έχουν καταγραφεί 
τόσο από τους παρατηρητές στα φύλλα καταγραφής τους όσο και από τις βιντεοκάμερες 
κατά τη βιντεοσκόπηση, δ) το βαθμό και το είδος αλληλεπίδρασης των παιδιών με τα δύο 
λογισμικά που χρησιμοποιήθηκαν στη διδακτική παρέμβαση στην ομάδα παρέμβασης.
2.6 Διδακτικό υλικό 
Χειραπτικό υλικό
Για την διδακτική παρέμβαση στην ομάδα Παρέμβασης διατέθηκαν χειρ απτικά υλικά, τα 
οποία επαρκούσαν για τις ανάγκες της επεξεργασίας των δραστηριοτήτων σε ατομικό αλλά 
και σε ομαδικό επίπεδο, όπως τα παρακάτω: Κλασματικές λωρίδες, κλασματικοί κύκλος 
γεωπίνακες 5X5, πούλια. Για την προβολή δραστηριοτήτων από τα παιδιά και το διδάσκοντα 
στον πίνακα χρησιμοποιήθηκε επιδιασκόπιο και ειδικοί για προβολή κλασματικοί κύκλοι 
καθώς και γεωπίνακας (5X5) και πούλια.
Λογισμικά
Τα παιδιά εργάστηκαν με τα λογισμικά “Representing Fractions” της Tenth Planet (1998a) 
και “ Fractions Operations” της Tenth Planet (1998b). Προηγήθηκε μια σχετικά σύντομη 
επίδειξη των λογισμικών από το διδάσκοντα, με τη διαδικασία της περιήγησης. Στο
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“Representing Fractions” αναφερθήκαμε στην έννοια του κλάσματος μέσα από τις 
διαφορετικές μορφές αναπαράστασής του και χρησιμοποιήσαμε τις δύο από τις τέσσερις 
δραστηριότητες της ενότητας “Beyond” του λογισμικού. Ονομάσαμε αυτές τις 
δραστηριότητες με βάση την κεντρική τους ιδέα: «Αρχαιολόγος» και «Μαγικό κλειδί». Στο 
“ Fractions Operations” το οποίο κυρίως αναφέρεται στις τέσσερις πράξεις στα κλάσματα 
τα παιδιά εργάστηκαν με τις τέσσερις δραστηριότητες της ενότητας “Beyond” του 
λογισμικού. Ονομάσαμε αυτές τις δραστηριότητες με βάση την κεντρική τους ιδέα ως 
«Κατασκευάζω το χαλί», «Επισκευάζω τη γέφυρα», «Σχεδιάζω το δωμάτιό μου», «Γεμίζω 
δοχεία για τα πειράματά μου με υγρά».
Χρησιμοποιήθηκε η αίθουσα υπολογιστών του σχολείου που διέθετε επτά θέσεις 
υπολογιστών στις οποίες τα παιδιά εργάστηκαν σε ομάδες των δύο και των τριών παιδιών και 
οι προβολές επίδειξης και επαλήθευσης έγιναν σε οθόνη προβολής με χρήση φορητού 
υπολογιστή. Η ίδια διαδικασία με χρήση του φορητού υπολογιστή ακολούθησε και στην 
αίθουσα της τάξης όταν έγιναν δραστηριότητες του λογισμικού με παράλληλη χρήση 
χειραπτικού υλικού από τα παιδιά.
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Κεφάλαιο 3°: Ανάλυση αρχικών δεδομένων
3.1 Αρχικές συνεντεύξεις - Pre - Interviews
3.1.1 Πρόσθεση, αφαίρεση στα κλάσματα
Στο απόσπασμα που ακολουθεί θα παρατηρήσουμε την ανάδειξη μιας από τις βασικές 
δυσκολίες που αντιμετωπίζουν τα παιδιά όταν προσθέτουν κλάσματα.
Απόσπασμα 1 (Παιδί I Ο.Ε.)
3 Ερευνητής: Έχετε δύο ίδιες σημαίες που αποτελούνται από τρεις ίσες λωρίδες η κάθε μία. Εσύ και δύο φίλοι 
σου θέλετε να τις χρωματίσετε αλλά έχετε συμφωνήσει να μοιράσετε δίκαια τη δουλειά μεταξύ σας. Τι κλάσμα 
θα ζωγραφίσει ο καθένας σας;
4 Παιδί 1: Τα δύο τρίτα. ° Όχι = τα δύο έκτα
5 Ερευνητής: Γιατί τα δύο έκτα; Για να το σκεφτούμε. Κάνε ένα σχήμα να σε βοηθήσει. Κάνε δύο σημαίες, 
χώρισέ τες, βάλε τα παιδιά.
6 Παιδί 1: Τρεις λωρίδες η κάθε μια.
7 Ερευνητής: Τρεις λωρίδες η κάθε μια.
((Η μαθήτρια σχεδιάζει))
8 Ερευνητής:Ωραία. Είστε τρία παιδιά. Πόσο θα χρωματίσει ο καθένας;
9 Παιδί 1: Εε
10 ΕρευνητήςΈίπες κάποια στιγμή δύο έκτα. Γιατί;
11 Παιδί 1: Γιατί οι λωρίδες είναι έξι μαζί και οι σημαίες είναι δύο.
Σχήμα 3.1: Σχέδιο παιδιού με τις δύο σημαίες χωρισμένες σε τρεις ίσες λωρίδες η κάθε μία, όπου τα γράμματα Α, 
Β, Γ δηλώνουν τις λωρίδες που χρωμάτισε κάθε ένα από τα τρία παιδιά του προβλήματος
Στο παραπάνω απόσπασμα γίνεται διακριτός ο τρόπος με τον οποίο εμφανίζεται η μεταφορά 
της γνώσης που έχουν τα παιδιά για την πρόσθεση των ακεραίων και στην περίπτωση της 
πρόσθεσης στα κλάσματα. Τα παιδιά αντιλαμβάνονται τον αριθμητή και τον παρονομαστή 
ενός κλάσματος ως ακέραιους ανεξάρτητους μεταξύ τους θεωρώντας έτσι ως άθροισμα δύο 
κλασμάτων ένα κλάσμα που έχει αριθμητή το άθροισμα των αριθμητών και παρονομαστή το 
άθροισμα των παρονομαστών των κλασμάτων που προστίθενται (Απόσπασμα 1: γραμμή 4). 
Πρόκειται για μια διαπίστωση που έχει προκόψει και από αρκετές σχετικές έρευνες όπως 
φαίνεται και από την ανάλογη βιβλιογραφική επισκόπηση (Resnick and Singer, Lamon στο 
Anthony and Walshaw 2003, σελ. 6, Empson 1999, Kamii and Warrington 1999)
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Το παιδί, για να αιτιολογήσει το αποτέλεσμα της πρόσθεσης, αναφέρεται σε ένα νέο 
Όλο, το οποίο βέβαια στην πραγματικότητα δεν υφίστατας και το οποίο αντιλαμβάνεται ως 
το άθροισμα των μερών των δύο Όλων (Απόσπασμα 1: γραμμή 11). Ακόμη δεν επιχειρεί το 
παιδί με δική του πρωτοβουλία να σχεδιάσει τις σημαίες και να ορίσει πάνω σ’ αυτές τα 
τμήματα που ζωγράφισαν τα παιδιά του προβλήματος μας παρά μόνο μετά από παρακίνηση 
του ερευνητή (Απόσπασμα 1: γραμμή 5)
Πλησιάζοντας την τελική φάση του τμήματος της συνέντευξης αυτής ο ερευνητής 
επιχειρεί να διερευνήσει την αντίληψη του παιδιού για την έννοια «μέρος - Όλο» όταν 
προσθέτουμε κλάσματα.
Απόσπασμα 2 (Παιδί 1 Ο.Ε.)
34 Ερευνητής: Έχουμε δύο ίδια ακριβώς ορθογώνια και τα χωρίζουμε σε πέντε ίσα κομμάτια το καθένα. Στο 
ένα ορθογώνιο σκιάζουμε το ένα από τα πέντε ίσα κομμάτια του και στο άλλο τα τρία από τα πέντε ίσα 
κομμάτια του. Και λέμε ένα πέμπτο και τρία πέμπτα;
35 Παιδί 1: Σε μερικά μαθήματα που έχουμε κάνει τους παρονομαστές τους αφήνουμε ίδιους ενώ σε άλλα τους 
προσθέτουμε.
36 Ερευνητής: Πρόσθεση κλασμάτων; Αλλάζετε τους παρονομαστές, τους κάνετε ίδιους ίσως, κάνετε τα 
κλάσματα ομώνυμα= αλλά θα ήθελα να μείνουμε λίγο σ’ αυτό= εδώ πέρα τελικά ένα πέμπτο από δω και τρία 
πέμπτα από κει τι μας κάνουν;= μας κάνουν τέσσερα δέκατα; Ξέρεις γιατί το λέω αυτό; = πες ότι παίρνουμε ένα 
άλλο ίδιο πάλι μ’ αυτά, το χωρίζουμε σε πέντε πάλι ίσα κομμάτια όχι σκιασμένα και λέμε - να μεταφέρουμε τα 
κομμάτια που θα προσθέσουμε, από εδώ κι από εδώ. Παίρνουμε το ένα πέμπτο, το φέρνουμε εδώ
37 Παιδί 1: Και τα άλλα τρία
38 Ερευνητής: Φέρνουμε και τα άλλα τρία εδώ. Όλα μαζί δεν είναι τέσσερα πέμπτα; = ενώ αν πούμε τέσσερα 
δέκατα- ξέρεις πόσο είναι το τέσσερα δέκατα;- να σου το δείξω νάτο. Είναι πιο πολύ ή λιγότερο το τέσσερα 
πέμπτα σε σχέση με το τέσσερα δέκατα; Αν λέγαμε λοιπόν τέσσερα δέκατα θα ήταν σωστό ή λάθος;
39 Παιδί 1: Το τέσσερα δέκατα;
40 Ερευνητής: Αν λέγαμε ότι ένα πέμπτο και τρία πέμπτα μας κάνει τέσσερα δέκατος
41 Παιδί 1: Θα ήταν λάθος.
42 Ερευνητής: Θα ήταν λάθος. Για να δούμε τώρα. Τρία τρίτα και τρία τρίτα;
43 Παιδί 1: (6.0)
44 Ερευνητής: Έξι έκτα;
45 Παιδί 1: (2.0) Έξι τρίτα.
Ο ερευνητής προτείνει μια εποπτική διαδικασία πρόσθεσης κλασμάτων κατά την οποία τα 
επιμέρους τμήματα των ξεχωριστών αλλά ίσων Όλων «μεταφέρονται» σε ένα άλλο αλλά ίσο 
με τα προηγούμενα Όλο και έτσι προκύπτει το τελικό τους άθροισμα. Αυτό επιχειρείται την 
πρώτη φορά χρησιμοποιώντας τρία ίδια ορθογώνια εκ των οποίων τα δύο χωρισμένα και
1 3σκιασμένα έτσι ώστε το ένα να αναπαριστά το κλάσμα —και το άλλο το κλάσμα —. Το τρίτο
ορθογώνιο είναι επίσης χωρισμένο σε πέντε ίσα μέρη αλλά όχι σκιασμένο. Η διαδικασία της 
«πρόσθεσης εκ μεταφοράς», όπως θα την ονομάζαμε, συνίσταται στη μεταφορά (θα
1 3μπορούσε να γίνει και με κόψιμο και επικόλληση ταινιών χαρτιού) των τμημάτων — και —
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στο τρίτο μη σκιασμένο ίδιο ορθογώνιο ώστε να προκόψει το άθροισμά τους (Απόσπασμα 2: 
γραμμή 34, 36, 37, 38)
Σχήμα 3.2:Σχέδιο ερευνητή - παιδιού (από κοινού) που αναπαριστά τη διαδικασία « πρόσθεσης εκ μεταφοράς»
Παρουσιάζεται στο Σχήμα 3.2 παραστατικά και το κλάσμα — που θα αποτελούσε την
εσφαλμένη απάντηση αν κάποιος προσέθετε απλά αριθμητές και παρονομαστές. Μάλιστα με
4τη βοήθεια του σχήματος θα μπορούσε κάποιος να ισχυριστεί ότι γίνεται εμφανές ότι — <
—. Σε κάποιο άλλο σημείο (γραμμή 35) το παιδί δείχνει να μην έχει καταλάβει τις έννοιες
ομώνυμα, ετερώνυμα κλάσματα και τις διαδικασίες μετατροπής ετερώνυμων κλασμάτων σε 
ομώνυμα, (π,χ. με χρήση Ε.Κ.Π.).
Στο απόσπασμα που ακολουθεί (Απόσπασμα 3) ο ερευνητής επαναφέρει για συζήτηση 
και επεξεργασία το αρχικό πρόβλημα.
Απόσπασαα 3 ΓΠαιδί 1 Ο.Ε.)
48 Ερευνητής: Επιστρέφουμε πάλι στο αρχικό μας πρόβλημα. Έχουμε δύο σημαίες και τρία παιδιά. Τι μέρος 
θα ζωγραφίσει ο καθένας; Τι κλάσμα θα βγες
49 Παιδί 1: (5.0)
50 Ερευνητής: Για να δούμε πάλι το σχήμα που έχεις κάνει. Είναι δύο σημαίες και ζωγραφίζει στη μία ο A 
αυτό, ο Β αυτό και ο Γ αυτό και στην άλλη ο Α αυτό ο Β αυτό και ο Γ αυτό. Ζωγραφίστηκαν και οι δύο 
σημαίες
51 Παιδί 1: Νας εντάξει.
52 Ερευνητής: Ζωγράφισαν δίκαια και οι δύο. Ωραία, πόσο ζωγράφισε ο Α;
53 Παιδί 1: Δύο έκτα
54 Ερευνητής: Δύο έκτα; Πρόσεξε να δεις. Δύο έκτα της σημαίας
55 Παιδί 1: Ε, ναι
56 Ερευνητής: Να το δούμε λίγο διαφορετικά. Πάρε μια σημαία χωρίς λωρίδες και πάρε τη μία του λωρίδα και 
πήγαινέ την εδώ, πάρε και την άλλη που ζωγράφισε και πήγαινε την εδώ. Αυτό δεν είναι το κομμάτι που 
ζωγράφισε ο Α; Αρα τα δύο;
57 Παιδί 1: Τα δύο τρίτα
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Στο τμήμα αυτό της συνέντευξης παρατηρούμε ότι εμφανίζεται και πάλι η λανθασμένη 
αντίληψη για την πρόσθεση στα κλάσματα (Απόσπασμα 3: γραμμή 53). Όταν 
χρησιμοποιείται και πάλι η διαδικασία της «πρόσθεσης εκ μεταφοράς», για την οποία έχουμε 
ήδη μιλήσει προηγουμένως, και μάλιστα χρησιμοποιώντας τα κλάσματα που αναφέρονται 
στο αρχικό πρόβλημα, το παιδί απαντά σωστά (Απόσπασμα 3: γραμμή 57). Βέβαια η 
συνεχής παλινδρόμηση του παιδιού στην αρχική εσφαλμένη αντίληψη, όπως φάνηκε σε 
διάφορα σημεία της μέχρι τώρα ανάλυσης μας επιτρέπουν να υποθέσουμε ότι αυτή η 
εσφαλμένη του αντίληψη παραμένει ιδιαιτέρως ισχυρή
3.1.2 Πολλαπλασιασμός στα κλάσματα
Η αντίληψη των παιδιών για την έννοια του πολλαπλασιασμού στα κλάσματα εξετάστηκε με 
τη συνδρομή δύο προβλημάτων που τέθηκαν για επεξεργασία και συζήτηση.
Στο πρώτο πρόβλημα ένα παιδί αναλαμβάνει να χρωματίσει τα δύο τρίτα πέντε σημαιών και 
ζητείται το κλάσμα των σημαιών που θα ζωγραφίσει τελικά το παιδί 
Απόσπασμα 4 (Παιδί 4, Παιδί 6 - Ο.Π.)
36 Ερευνητής: Τώρα έχετε πέντε σημαίες και ένας αναλαμβάνει να χρωματίσει τα δύο τρίτα των πέντε 
σημαιών. Πόσα είναι τα δύο τρίτα των πέντε σημαιών; Πώς θα το βρείτε αυτό με σχήμα και μετά με πράξεις.
37 Παιδί 6: Το λέτε ξανά λίγο.
38 Ερευνητής: ((Επαναλαμβάνει)) Όταν λέμε τα δύο τρίτα των πέντε σημαιών σε κάθε σημαία πόσο θα 
χρωματίσετε;
39 Παιδί 6: Δύο από τα τρία.
40 Ερευνητής: Πολύ ωραία. Βάζουμε λοιπόν A Α στη μία, το ίδιο και στις άλλες.
(( Τα παιδιά στις δύο από τις τρεις λωρίδες που έχουν σχεδιάσει για κάθε σημαία τοποθετούν το Α που δείχνει 
ότι εκεί χρωμάτισε το παιδί Α))
Z-=zr-^r--^rJr
Σχήμα 3.3: Σχέδιο Παιδιού 6 Σχήμα 3.4: Σχέδιο Παιδιού 4
41 Ερευνητής: Αισθάνεστε να τα καταλαβαίνετε καλύτερα έτσι με σχήματα;
42 Παιδί 4 - Παιδί 6: Ναι.
43 Παιδί 4: Κύριε να πω εγώ τι είχα βρες τι είχα κάνει με το μυαλό μου. Έκανα πρόσθεση τα κομμάτια που 
χρωμάτισε το παιδί και έβγαλα δέκα τρίτα.
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44 Ερευνητής: Πάρα πολύ ωραία. Εκτός από πρόσθεση τι άλλο θα μπορούσε να κάνει;
45 Παιδί 6: Ένα λεπτό. - Διαίρεση.
46 Ερευνητής: Διαίρεση; Όχι.
47 Παιδί 6: Αφαίρεση.
48 Ερευνητής: Πρόσεξε, πρόσεξε. Για να δούμε ποια άλλη πράξη μπορούμε να κάνουμε. Είπε κάτι πολύ 
ωραίο. Είπε ότι πήρε δύο τρίτα από κάθε σημαία και τα πρόσθεσε και είχε δύο τρίτα και δύο τρίτα και δύο τρίτα 
και δύο τρίτα και δύο τρίτα.
49 Παιδί 4: Πολλαπλασιασμό.
50 Ερευνητής: Δηλαδή τι λέμε μια φορά, δύο φορές, τρεις φορές, τέσσερις φορές, πέντε φορές το δύο τρίτα. 
Θα μπορούσαμε λοιπόν να το κάνουμε από την αρχή με;
51 Παιδί 4: Με πολλαπλασιασμό.
52 Ερευνητής: Άρα θα μπορούσε να πει κάποιος από την αρχή πέντε φορές το δύο- τρίτα και να κάνει 
πολλαπλασιασμό και να το βρει.
Είναι φανερή στο προηγούμενο απόσπασμα η διαφορά αντίληψης που έχουν τα δύο παιδιά 
για την έννοια του πολλαπλασιασμού ακέραιου με κλάσμα που εμφανίζεται στο πρόβλημα 
που έχει τεθεί προς επεξεργασία. Το Παιδί 4 φαίνεται να έχει μεγαλύτερη ετοιμότητα στις 
απαντήσεις του και όπως παρατηρούμε φτάνει στη λύση του προβλήματος ακολουθώντας 
αντί του άμεσου πολλαπλασιασμού, τη διαδοχική πρόσθεση των τμημάτων που χρωμάτισε
2 2σε κάθε σημαία (δηλ. τα —) και τα οποία έχει συμβολίσει ως ΑΑ= —, άρα ΑΑ + ΑΑ + ΑΑ
2 2 2 2 2 10+ΑΑ = —+—+ -^ + —+ —=— (Απόσπασμα 4: γραμμή 43). Στην ερώτηση του ερευνητή για
εναλλακτική της διαδοχικής πρόσθεσης πράξη απαντά ορθά προτείνοντας τον 
πολλαπλασιασμό (Απόσπασμα 4: γραμμές 49, 51). Αντίθετα το Παιδί 6 στην ερώτηση του 
ερευνητή για εναλλακτική της διαδοχικής πρόσθεσης πράξη φαίνεται να μην έχει σαφή 
εικόνα αφού αναφέρει διαδοχικά, ως πιθανές πράξεις που θα μπορούσαν να 
χρησιμοποιηθούν, τη διαίρεση και την αφαίρεση (Απόσπασμα 4: γραμμές 45, 47).
Στο δεύτερο πρόβλημα δίνεται στα παιδιά μια εικόνα όπου εμφανίζεται ένα οικόπεδο 
στο οποίο είναι χτισμένο ένα εργοστάσιο και εμπρός του υπάρχει ελεύθερος χώρος που
καλύπτει τα -j του οικοπέδου στον οποίο θα φτιαχτεί ένας κήπος ο οποίος καλύπτει τα ~
αυτού του ελεύθερου χώρου. Από τα παιδιά ζητείται να βρεθεί τι μέρος του οικοπέδου θα 
καλύπτει ο κήπος.
Επιλέξαμε για το δεύτερο πρόβλημα το μοντέλο επιφάνειας. Κάναμε την επιλογή αυτή, 
μιας και το μοντέλο αυτό θα μπορούσε να αξιοποιηθεί στο να κατανοήσουν τα παιδιά ότι ο 
πολλαπλασιασμός θα μπορούσε να οδηγήσει όχι μόνο σε αύξηση αλλά και σε’ μείωση του 
αρχικού ποσού (Zhijun Wu 2001)
Ψ
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Απόσπασή 5 (Παιδί 1- Ο.Ε.)
69 Ερευνητής: Επομένως - τι θα κάνουμε για να βρούμε τα δύο τρίτα του τέσσερα πέμπτα;
70 Παιδί 1: (4.0)
71 Ερευνητής: Εγώ λέω να μοιράσουμε το οικόπεδο πρώτα σε κομμάτια.
72 Παιδί 1: Εδώ είναι το εργοστάσιο και εδώ είναι ο ελεύθερος χώρος
73 Παιδί 1: Θα σχεδιάσουμε για να δούμε πώς θα είναι ο:
74 Παιδί 1: Θα σχεδιάσουμε τον κήπο για να καταλάβουμε πόσο:
75 Ερευνητής: Που θα είναι όμως ο κήπος; Πόσο χώρο θα πιάνει; Πώς θα το βρούμε αυτό;
76 Παιδί 1: Θα κάνουμε μία αφαίρεση.
77 Ερευνητής: Αφαίρεση ποιο από ποιο;
78 Παιδί 1: (8.0) Το τέσσερα πέμπτα και το δύο τρίτα
79 Ερευνητής: Τα δύο τρίτα του ελεύθερου χώρου είναι κήπος. Εσύ λες από τα .τέσσερα πέμπτα να 
αφαιρέσουμε τα δύο τρίτα.
80 Παιδί 1: Ναι
Στο παραπάνω απόσπασμα παρατηρούμε ότι το παιδί δεν επιχειρεί να εργαστεί με τα 
κλάσματα πάνω στο σχήμα που του έχει δοθεί παρά μετά από παρότρυνση του ερευνητή 
(Απόσπασμα 5: γραμμές 70, 71). Η πρώτη σκέψη του παιδιού για την επίλυση του
4 2προβλήματος, πριν αρχίσει να εργάζεται με σχήματα, είναι να κάνει την αφαίρεση
( Απόσπασμα 5: γραμμές 76, 78). Πιθανόν να αναδιατυπώνει εσωτερικά το πρόβλημα με τη
4 2μορφή «ο κήπος θα καλύπτει από τα — του οικοπέδου, που είναι ο ελεύθερος χώρος, τα —
αυτού».
Τα παιδιά αντλώντας από την γνώση τους, της πράξης του πολλαπλασιασμού στους 
ακεραίους, μόνο ως επαναλαμβανόμενη πρόσθεση, δεν διαθέτουν άλλες προσεγγίσεις της 
έννοιας του πολλαπλασιασμού. Σε προβλήματα πολλαπλασιασμού κλασμάτων, όπως το 
παρόν, τα παιδιά προτείνουν κάποιες φορές ως πράξη για την επίλυσή τους τη διαίρεση ή την 
αφαίρεση (Mack 2000). Στη συγκεκριμένη περίπτωση το παιδί δεν φαίνεται έτοιμο, με τη 
βοήθεια σχηματικής αναπαράστασης, να κάνει χρήση της έννοιας «μέρος -Όλο» και μάλιστα 
στη λογική της εύρεσης μέρους ενός μέρους του Όλου.
Απόσπασμα 6 (Παιδί 1- Ο.Ε.)
87 Ερευνητής: Εμείς τον κήπο θέλουμε να τον κάνουμε στον ελεύθερο χώρο και να πιάνει 
τα δύο τρίτα του ελεύθερου χώρου.
88 Παιδί 1: Τα δύο τρίτα.
89 Ερευνητής: Για σκέψου το λίγο αυτό χωρίς το εργοστάσιο. Αν σου λέγανε, θέλω να φτιάξω κάτι στα δύο 
τρίτα αυτού του χώρου, τι θα έκανες; Τι σημαίνει δύο τρίτα;
90 Παιδί 1: Δύο τρίτα. Θα βάλω όλο το οικόπεδο πρέπει να είναι τρία τρίτα.
91 Ερευνητής: Ο ελεύθερος χώρος τρία τρίτα
92 Παιδί 1: Ναι, ο ελεύθερος χώρος.
93 Ερευνητής: Και εμείς θα πάρουμε τα δύο τρίτα από αυτά.
94 Παιδί 1: Ναι.
95 Ερευνητής: Πού είναι; Όμως δεν φαίνεται εδώ ότι είναι τρία τρίτα. Οτι είναι χωρισμένο.
96 Παιδί 1: θα χωρίσουμε τον ελεύθερο χώρο σε τρία κομμάτια και θα πάρουμε τα δύο.
(( Το παιδί σχεδιάζει))
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Σχήμα 3.5: Σχέδιο Παιδιούΐ στο οποίο ο ελεύθερος χώρος έχει χωριστεί σε τρία ίσα μέρη
(Συνέχεια Αποσπάσματος 6)
97 Ερευνητής: Πρόσεξε όμως τώρα. Μας ρωτάει αυτά τα δύο τρίτα του ελεύθερου χώρου τι μέρος του 
οικοπέδου είναι; Τι κομμάτι του οικοπέδου ολόκληρου είναι; Μπορούμε να το βρούμε έτσι όπως είναι τώρα;
98 Παιδί 1: (3.0) Του οικοπέδου μαζί με το εργοστάσιο;
99 Ερευνητής: Ναι ολόκληρου του οικοπέδου.
100 Παιδί 1: Τα δύο τέταρτα.
101 Ερευνητής: Αυτό εδώ είναι ίσο με αυτό;(Λείχνει στο σχήμα συγκρίνοντας το ένα από τα τρία ίσα μέρη στα 
οποία χωρίστηκε ελεύθερος χώρος με το μέρος που καταλαμβάνει στο σχήμα το εργοστάσιο)
102 Παιδί 1: Όχι.
Στο τμήμα αυτό της συνέντευξης με την παρακίνηση του ερευνητή (Απόσπασμα 6: γραμμές 
89, 95) το παιδί χωρίζει σε τρία ίσα μέρη τον ελεύθερο χώρο και αναφέρει ότι από αυτά θα 
πάρουμε τα δύο (Απόσπασμα 6: γραμμή 96). Η προσπάθεια του ερευνητή στο σημείο αυτό
4
είναι να διερευνήσει σε ποιο βαθμό το παιδί θα αντιληφθεί ότι το μέρος (— του αρχικού
Όλου) ορίζει ένα νέο Όλο αναφοράς για τα —. Όταν ο ερευνητής περνά στο επόμενο
ερώτημα - διευκρίνιση ζητώντας τον ορισμό των δύο τρίτων του ελεύθερου χώρου σε σχέση 
με ολόκληρο το οικόπεδο το παιδί απαντά δύο τέταρτα (Απόσπασμα 6: γραμμή 100) 
θεωρώντας όλα τα τμήματα (Σχήμα 3.5) ίσα μεταξύ τους , πράγμα που δεν ισχύει. Αυτό 
μάλιστα φανερώνει μια αδυναμία του παιδιού στην κατανόηση της έννοιας «μέρος-Όλο» 
καθόσον διαφορετικά μέρη διαφορετικών Όλων καθίστανται ισοδύναμα. Στην περίπτωσή
μας το — του οικοπέδου (ο χώρος δηλαδή που καταλαμβάνει το εργοστάσιο) καθίσταται
ισοδύναμο με το — του ελεύθερου χώρου που αποτελεί όπως έχουμε αναφέρει προηγουμένως
ένα νέο Όλο που συντίθεται από τα — του οικοπέδου. Όταν βέβαια το παιδί παρατηρεί
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προσεκτικότερα το σχήμα διαπιστώνει την διαφορά μεγέθους των δύο διαφορετικών 
τμημάτων και αναιρεί την προηγούμενή του διαπίστωση (Απόσπασμα 6: γραμμή 102)
Απόσπασμα 7 (Παιδί 4, Παιδί 6 - Ο.Π.)
65 Ερευνητής: Μπορούμε να πούμε ότι τα δύο τρία είναι αυτά τα δύο κομμάτια. Ναι αλλά εμείς θέλουμε να 
βρούμε αυτά τα δύο τρίτα του ελεύθερου χώρου τι μέρος του οικοπέδου είναι. Το οικόπεδο είναι χωρισμένο 
αυτή τη στιγμή;
66 Παιδί 4 - Παιδί 6: Οχι.
67 Ερευνητής: Μήπως πρέπει να το χωρίσουμε;
68 Παιδί 4 - Παιδί 6: Ναι
69 Ερευνητής: Για χωρίστε το. Σε πόσα κομμάτια μπορεί να χωριστεί το οικόπεδο;
70 Παιδί 6: ° Σε τρία.
71 Ερευνητής: Αφού αυτό είναι τέσσερα πέμπτα- όλο το οικόπεδο σε πόσα κομμάτια κόπηκε;
72 Παιδί 4- Παιδί 6: (3.0)
73 Ερευνητής: Δηλαδή αφού αυτό είναι ένα πέμπτο και το υπόλοιπο είναι τέσσερα πέμπτα, άμα θέλω να το 
κόψω σε πόσα κομμάτια θα το κόψω όλο;
74 Παιδί 6: 0 Ένα πέμπτο.
75 Ερευνητής: Σε πέντε, κόψτε το σε πέντε.
Στο παραπάνω απόσπασμα τα παιδιά φαίνεται να έχουν δυσκολία να αντιληφθούν το 
χωρισμό ενός σχήματος στο οποίο το μη χωρισμένο τμήμα καλύπτει τα 4/5 του συνολικού 
σχήματος (Απόσπασμα 7: γραμμές 70, 72, 74).
Απόσπασμα 8 (Παιδί 6 - Ο.Π.)
81 Ερευνητής: Αυτά τα δύο τρίτα του τέσσερα πέμπτα σε σχέση με το οικόπεδο πόσο είναι;
82 Παιδί 6: Οχτώ;
83 Ερευνητής: Οχτώ από τα πόσα; Δεν πρέπει να μοιραστεί τώρα όλο το οικόπεδο σε τέτοια κομμάτια;
84 Παιδί 6: Οχτώ δωδέκατα.
85 Ερευνητής: Δωδέκατα;- όλο το οικόπεδο ~ έχει και το εργοστάσιο μέσα.
86 Παιδί 6: Οχτώ δέκατα πέμπτα.
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Σχήμα 3.6: Σχέδιο Παιδιού 6 στο οποίο φαίνονται σκιασμένα τα — των — του συνολικού οικοπέδου
2
Σ’ αυτό το τμήμα της συνέντευξης φαίνεται η δυσκολία του παιδιού να αντιληφθεί τα — του
ελεύθερου χώρου ως τμήμα του αρχικού Όλου (δυσκολία αναφοράς στο αρχικό Όλο) 
(Απόσπασμα 8: γραμμή 84).
3.1.3 Διαίρεση στα κλάσματα
Στην ενότητα αυτή τα παιδιά καλούνται να επεξεργαστούν δύο προβλήματα. Στο πρώτο 
πρόβλημα ζητείται ο αριθμός των παιδιών που θα μοιραστούν τέσσερις σοκολάτες αν 
γνωρίζουμε ότι το κάθε παιδί θα πάρει τα δύο τρίτα μιας σοκολάτας.
Αρχικά θα πρέπει να τονίσουμε ότι τα παιδιά σχεδιάζουν αναπαραστατικά σχήματα για 
το πρόβλημα συνήθως μετά από προτροπή του ερευνητή (Απόσπασμα 9: Γραμμές 12, 14 και 
Απόσπασμα 10: Γραμμές 133, 135)
Απόσπασμα 9 (Παιδί 3 - Ο.Ε.1
12 Ερευνητής: Για άρχισε να μας λες πώς το σκέφτηκες αυτό. Τι έκανες. Έφτιαξες πρώτα;- Θες να το κάνεις 
με σχήμα;
13 Παιδί 3: ° Ναι.
14 Ερευνητής: Για κάνε το . Τι θα κάνεις άμα είναι να κάνεις σχήμα;
15 Παιδί 3: Θα κάνω τέσσερις σοκολάτες. ((σχεδιάζει τις σοκολάτες))
16 Ερευνητής: Ωραία. Τις οποίες σοκολάτες τι θα τις κάνεις;
17 Παιδί 3: Κάθε παιδί πήρε τα δύο τρίτα.
18 Ερευνητής: Γι αυτό εσύ τι έκανες κάθε σοκολάτα; Τη μοίρασες;-
19 Παιδί 3: = Σε :τρία κομμάτια.
20 Ερευνητής: Σε τρία ίσα κομμάτια.
21 Παιδί 3: Ναι.
Απόσπασμα 10 (Παιδί 1 - Ο.Ε.)
133 Ερευνητής: Μπορείς να βρεις πόσα ήταν τα παιδιά της παρέας; Με ότι τρόπο θες με σχήματα, με 
σοκολάτες, με παιδιά.
134 Παιδί 1: Θα κάνω τις τέσσερις σοκολάτες.
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135 Ερευνητής: Πολύ ωραία πάμε παρακάτω. Το κάθε παιδί πήρε τα δύο τρίτα. Πόσα είναι τα παιδιά; Θα 
ήθελες μια βοήθεια; Ονόμασε κάθε παιδί που θα βάζεις με ένα γράμμα, όπως A , Β κ.λ,π.
(( Το παιδί τοποθετεί διαδοχικά τα γράμματα Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ στις τέσσερις σοκολάτες, δύο συνεχόμενες φορές το 
καθένα))
Σχήμα 3.7: Σχέδιο των παιδιών αντιπροσωπευτικό του τρόπου με τον οποίο παρουσιάζουν τα τμήματα της 
σοκολάτας που αναλογούν σε κάθε παιδί του προβλήματος
Τα παιδιά παρατηρώντας το σχέδιο που έχουν κάνει καταλήγουν στο ορθό συμπέρασμα. 
Βρίσκουν δηλαδή ότι θα είναι έξι τα παιδιά που θα μοιραστούν τις τέσσερις σοκολάτες 
παίρνοντας από δύο τρίτα σοκολάτας το καθένα.
Ακολουθούν τμήματα συνεντεύξεων στα οποία ο διάλογος ερευνητή - παιδιών αφορά 
τον προσδιορισμό της αλγοριθμικής λύσης του προβλήματος.
(Συνέτεια από Απόσπασιια 10)
141 Ερευνητής: Τώρα λέει κάποιος, μπορείς αυτό να μου το δείξεις με μία πράξη;
142 Παιδί 1: Με μία πράξη;
143 Ερευνητής: Ναι, έχεις δύο αριθμούς, έχεις το τέσσερα και το δύο τρίτα. Τι πράξη θα κάνεις για να βγάλεις 
πόσα παιδιά είναι;
144 Παιδί 1: (6.0)
145 Ερευνητής: Χώρισες τις σοκολάτες-
146 Παιδί 1: Με ένα πολλαπλασ -
147 Ερευνητής: Πολλαπλασιασμό; Ποιον πολλαπλασιασμό;
148 Παιδί 1: Θα κάνουμε δύο τρίτα επί τέσσερα.
149 Ερευνητής: Πόσο μας κάνει αυτό; Οχτώ τρίτα, δηλαδή δύο και δύο τρίτα παιδιά
150 Παιδί 1: Εε, μμ
151 Ερευνητής: Θα σου πω ένα άλλο πρόβλημα με ακέραιους αυτή τη φορά. Έχουμε οχτώ μήλα και θέλουμε 
να τα μοιράσουμε σε παιδιά. Το κάθε παιδί θα πάρει δύο μήλα. Πόσα παιδιά θα μοιραστούν τα οχτώ μήλα 
τελικά;
152 Παιδί 1: (3.0) Τέσσερα.
153 Ερευνητής: Πώς το βρήκες;
154 Παιδί 1: Είπα δύο τέσσερις οχτώ.
155 Ερευνητής: Ωραία. Ή αλλιώς;
156 Παιδί 1: Έκανα μία αφαίρεση.
157 Ερευνητής: Για πες ποια αφαίρεση; Είπες ας πούμε οχτώ-
158 Παιδί 1: Οχτώ έξω δύο.
159 Ερευνητής: [ ένα παιδί. Μας μένουν έξι μήλα. Αν βγάλουμε άλλα δύο άλλο ένα παιδί. Μας μένουν 
τέσσερα μήλα κ.ο.κ. Δηλαδή έκανες διαδοχικές αφαιρέσεις. Αλλιώς μπορούσες να το βρεις αυτό; Τι τα κάνουμε 
τα οχτώ μήλα; Τα μοιράζουμε ανά δύο μήλα σε κάθε παιδί.
160 Παιδί I: Μία διαίρεση.
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161 Ερευνητής: Άρα λοιπόν θα μπορούσε να κάνει κάποιος εδώ διαίρεση= ποιο με ποιο; Γυρίζοντας πίσω στην 
περίπτωσή μας έχουμε τέσσερις σοκολάτες και κάθε παιδί παίρνει δύο τρίτα σοκολάτας. Πώς θα ήταν η 
διαίρεση;
162 Παιδί 1: Η διαίρεση;
163 Ερευνητής: Ποιος θα ήταν ο διαιρετέος ας πούμε;
164 Παιδί 1: Ο διαιρετέος;
165 Ερευνητής: Τι μοιράζουμε;
166 Παιδί 1: Δύο τρίτα από τη σοκολάτα
167 Ερευνητής: Δύο τρίτα της σοκολάτας μοιράζουμε; Τι είναι αυτό;
168 Παιδί 1: Κομμάτια είναι αυτά.
169 Ερευνητής: Κομμάτια είναι αυτά. Εμείς όμως τι έχουμε και μοιράζουμε;
170 Παιδί 1: Σοκολάτες.
171 Ερευνητής: Πόσες;
172 Παιδί 1: Τέσσερις
173 Ερευνητής: Άρα το τέσσερα δια δύο τρίτα. Δηλαδή πόσες φορές χωράει το δύο τρίτα στο τέσσερα
174 Παιδί: Το δύο τρίτα στο τέσσερα;
175 Ερευνητής: Σου φαίνεται λίγο περίεργο
176 Παιδί 1: Ε, βέβαια.
177 Ερευνητής: Κι όμως= τι βρήκες εσύ; Στο τέσσερα το δύο τρίτα χωράει μία φορά, δύο, τρεις, τέσσερις, 
πέντε, έξι. Άρα διαίρεση κάνουμε, έτσι;
Το παιδί δείχνει στην αρχή να δυσκολεύεται στον προσδιορισμό της κατάλληλης πράξης 
(Απόσπασμα 10: γραμμές 142, 144) ενώ στην συνέχεια επιλέγει λάθος πράξη, τον 
πολλαπλασιασμό (Απόσπασμα 10: γραμμές 146, 148). Ο ερευνητής αναφέροντας το
2 8 2γινόμενο ενός τέτοιου πολλαπλασιασμού [4χ— = — δηλ. 2 j παιδιά] (Απόσπασμα 10:
γραμμή 149) επιχειρεί να αναδείξει την αντίφαση στο επίπεδο αυτό. Στη συνέχεια με τη 
χρήση παρένθετου προβλήματος διαίρεσης ακεραίων επιχειρεί να διερευνήσει την 
πιθανότητα σύνδεσης της υπάρχουσας γνώσης του παιδιού για τη διαίρεση των ακεραίων με 
τη διαίρεση με κλασματικό αριθμό (Απόσπασμα 10: γραμμή 151). Το παιδί ανταποκρίνεται 
θετικά στην ενέργεια αυτή προτείνοντας ως πράξεις για την επίλυση του παρένθετου 
προβλήματος αρχικά τις διαδοχικές αφαιρέσεις (Απόσπασμα 10: γραμμή 156) και κατόπιν τη 
διαίρεση (Απόσπασμα 10: γραμμή 160). Όταν όμως επιχειρείται από τον ερευνητή να 
παρουσιαστούν οι αναλογίες ανάμεσα στο παρένθετο και το κύριο πρόβλημα το παιδί
2φαίνεται να δυσκολεύεται να αποδεχτεί ότι θα μπορούσε να γίνει διαίρεση 4 4- —
( Απόσπασμα 10: γραμμές 162, 164) ή να πούμε ότι θέλουμε να βρούμε πόσες φορές χωρά 
2το — στο 4 (Απόσπασμα 10: γραμμές 174, 175, 176).
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Το δεύτερο πρόβλημα ζητάει να βρούμε πόσα κέικ θα μπορούσαμε να φτιάξουμε αν
Σχήμα 3.8: Σχέδιο των παιδιών όπου φαίνεται ότι δύο μισές κούπες του τσατ/ιού'βούτυρο που χρειάζονται για την 
κατασκευή δύο κέικ αντιστοιχούν σε μια ολόκληρη κούπα του τσαγιού βούτυρο και συνεπώς ο αριθμός των κέικ 
που μπορούν να κατασκευαστούν συνολικά
Απόσπασμα 11 (Παιδί 2, Παιδί 3 - Ο.Ε.)
((7α παιδιά σχεδιάζουν κούττες και μετρούν τα κέικ που μπορούν να φτιαχτούν ))
187 Παιδί 2: Εύκολο λίγο αλλά θέλει λίγο σκέψη. Είπατε ότι η μισή κούπα-
188 Ερευνητής: Φτιάχνει ένα κέικ. Οι τρεισήμισι κούπες πόσα κέικ κάνουν;
189 Παιδί 2: Πολλά κέικ. - Ένα, δύο, τρία, τέσσερα, πέντε, έξι, εφτά κέικ.
190 Ερευνητής: Για εξήγησέ το λίγο αυτό όμως.
191 Παιδί 2:Ναι. ((δείχνει την αντιστοιχία: μισές κούπες - κέικ))
192 Ερευνητής: Ωραία. Μπορείτε αυτό τώρα να το κάνετε με πράξεις= δηλαδή τι πράξη πρέπει Ψα κάνουμε 
ώστε να βρούμε πόσες μισές κούπες είναι μέσα στις τρεισήμισι κούπες
193 Παιδί 3: (6.0)
194 Παιδί 2: Ναι κάνω κάτι.
195 Ερευνητής: Οι τρεις λοιπόν κούπες ολόκληρες είναι έξι μισές. Ωραία. Έχουμε λοιπόν έξι μισές κούπες 
αλλά είναι τρεισήμισι οι κούπες όλες άρα ακόμα μία μισή. Με κάθε μία αχό αυτές τις έξι μισές κάνεις ένα κέικ, 
και μια ακόμη μισή που έχεις άλλο ένα κέικ, άρα εφτά κέικ. Θα μπορούσε κάποιος να Κάνει μία διαίρεση και να 
βρει πόσες μισές κούπες χωράνε μέσα εδώ;
196 Παιδί 3: Ναι θα μπορούσε.
197 Ερευνητής: Άμα κάνει τη διαίρεση =για κοιτάξτε δύο τρεις έξι και ένα εφτά δεύτερα επί δύο πρώτα και 
κάνει αυτό δεκατέσσερα δεύτερα άρα εφτά.
198 Παιδί 2: Και εγώ αυτό έκανα.
— κούπα του τσαγιού βούτυρο.
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Στο παραπάνω απόσπασμα παρατηρούμε ότι τα παιδιά με τη βοήθεια του αναπαραστατικού 
σχεδίου (Σχήμα 3.8) που κατασκευάζουν είναι σε θέση αρκετά σύντομα να δώσουν χωρίς 
ακόμη να κάνουν πράξη, την ορθή απάντηση στο πρόβλημα (Απόσπασμα 11: γραμμές 189, 
191). 'Οπως όμως παρατηρούμε στη συνέχεια, το ένα από τα δύο παιδιά δυσκολεύεται να 
προσδιορίσει την πράξη που θα οδηγούσε στην αλγοριθμική επίλυση του προβλήματος 
(Απόσπασμα 11: γραμμή 193). Μάλιστα αυτό συμβαίνει ενώ έχει προηγηθεί από τον 
ερευνητή η έμμεση αναφορά της έννοιας «χωράευ> η οποία θα μπορούσε να συνδεθεί από το 
παιδί με την πράξη της διαίρεσης (πρόκειται άλλωστε και για μια από τις συνδεόμενες με την 
διαίρεση των ακεραίων έννοιες - την αρχική γνώση του της διαίρεσης των ακεραίων θα 
μπορούσε να χρησιμοποιήσει το παιδί) ( Απόσπασμα 11: γραμμή 192).
Το άλλο παιδί επιλέγει ορθά να κάνει διαίρεση πριν από τις υποδείξεις του ερευνητή 
αλλά κάνει λάθος κατά τη διαδικασία και έτσι δεν οδηγείται στο ίδιο αποτέλεσμα όπως πριν 
με τη βοήθεια των αναπαραστατικών σχημάτων γι αυτό και δεν προτείνει ενωρίτερα τη λύση 
της (Απόσπασμα 11: γραμμές 194, 198).
Σχήμα 3.9: Η διαίρεση του Παιδιού 3
3.1.4 Καταχρηστικά κλάσματα. Μεικτοί αριθμοί
Το πρόβλημα που καλούνται να επεξεργαστούν τα παιδιά στην ενότητα αυτή είναι το 
ακόλουθο: «Τι σημαίνει για σένα ότι μια οικογένεια έχει φάει δεκατρία πέμπτα πίτσες. 
Πόσες δηλαδή πίτσες έφαγε;»
Απόσπασμα 12 (Ήαιδί 1-Ο.Ε.))
196 Παιδί 1: Οι πίτσες ήταν πέντε- όχι.
197 Ερευνητής: Γιατί να είναι πέντε οι πίτσες; Δεκατρία πέμπτα πίτσες. Τι σημαίνει δεκατρία πέμπτα;
198 Παιδί 1: Δεκατρία ήταν τα κομμάτια.
199 Ερευνητής: Ναι. Ο παρονομαστής τι μας δείχνει πάντα;
200 Παιδί 1: Σε πόσα κομμάτια χωρίζουμε κάτι.
201 Ερευνητής: Ωραία χωρίζουμε κάτι σε πέντε κομμάτια και παίρνουμε τα δεκατρία;
202 Παιδί 1: ° Όχι.
203 Ερευνητής: Επομένως-Τι να σημαίνει αυτό;
204 Παιδί 1: Εκτός άμα είχανε και-
205 Ερευνητής: Ναι ,ναυ
206 Παιδί 1: Εκτός αν είχανε ακόμα μία πίτσα.
207 Ερευνητής: Ακόμα μία πίτσα. Η μία πίτσα σε πόσα κομμάτια είναι χωρισμένη
208 Παιδί 1: Σε πέντε.
209 Ερευνητής: Και φάγανε -
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210 Παιδί 1: Τα δεκατρία.
211 Ερευνητής: Από τη μία δεν μπορεί να φάγανε τα δεκατρία.
212 Παιδί 1: Φάγανε τα πέντε.
213 Ερευνητής: Ολόκληρη. Φάγανε λοιπόν πόσο σαν κλάσμα;
214 Παιδί I: Πέντε πέμπτα.
215 Ερευνητής: Πάει η μία. Πάμε στην άλλη τώρα. Χωρισμένη πάλι σε πέντε κομμάτια -
216 Παιδί 1: Και έφαγαν πάλι τα πέντε,
217 Ερευνητής: Επομένως άλλη μία. Πόσα πέμπτα φάγανε; Πέντε πέμπτα και πέντε πέμπτα;
218 Παιδί 1: Είναι δέκα πέμπτα.
219 Ερευνητής: Δέκα πέμπτα δύο πίτσες. Ναι αλλά αυτοί φάγανε δεκατρία πέμπτα.
220 Παιδί 1: Είχαν και άλλη πίτσα. Έφαγαν δύο πίτσες και τρία κομμάτια από την άλλη.
221 Ερευνητής: Αρα δύο ολόκληρες και τρία πέμπτα. ^
Το παιδί, στο παραπάνω απόσπασμα, φαίνεται να ταυτίζει την έννοια του κλάσματος με 
εκείνη του γνήσιου κλάσματος. Όπως ερευνητές αναφέρουν, στα παιδιά αναπτύσσονται 
στερεότυπα όπως η αντίληψη ταύτισης της έννοιας του κλάσματος με εκείνη του γνήσιου 
κλάσματος και κατά συνέπεια η δυσκολία ορθής αναγνώρισης και χειρισμού των 
καταχρηστικών κλασμάτων, εξαιτίας της επιμονής των διδακτικών προσεγγίσεων στα 
κλάσματα στην συνεχή ποσότητα «Μέρος - Όλο» (Pitkethly and Hunting 1996, Carraher 
1996).
To παιδί επιχειρεί με βάση το πρότυπο του γνήσιου κλάσματος να αποκωδικοποιήσει 
και το καταχρηστικό κλάσμα που του δίνεται στο πρόβλημα. Έτσι ενώ στην αρχή απαντά 
αρνητικά στην ερώτηση του ερευνητή αν δεκατρία πέμπτα σημαίνει ότι χωρίζουμε κάτι σε 
-πέντε ίσα μέρη και παίρνουμε τα δεκατρία (Απόσπασμα 12: γραμμές 201, 292) λίγο 
παρακάτω απαντά εντελώς αντίθετα (Απόσπασμα 12: γραμμές 207, 208, 209, 210). Σταδιακά 
και με διερευνητικές παρεμβάσεις του ερευνητή (Απόσπασμα 12: γραμμές 211, 213, 219)
13οδηγείται στη διαμόρφωση της αντίληψης ότι το — περιέχει περισσότερα από ένα Όλα. Η
13διαδικασία περιλαμβάνει την ανάλυση του — σε Όλα με βάση τον παρονομαστή του 
(Απόσπασμα 12: γραμμές 213 έως 220). Ενδιαφέρον στοιχείο θα λέγαμε ότι είναι ακόμη ότι 
Κάνει σωστά την πρόσθεση
. HW
\ .··
σημεία της συνέντευξης που εξετάσαμε σε προηγούμενες ενότητες στην πρόσθεση των 
κλασμάτων δεν έκανε σωστά την πρόσθεση κλασμάτων. Ακόμη πρέπει να πούμε ότι αυτή τη 
φορά στην επεξεργασία το παιδί δεν χρησιμοποίησε σχηματικές αναπαραστάσεις 
κλασμάτων.
j+j= ηρ (Απόσπασμα12: γραμμή 218) (ενώ το ίδιο παιδί σε
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3.1.5 Ισοδυναμίες στα κλάσματα
Η ενότητα των ισοδυναμιών στα κλάσματα εισάγεται στη συνέντευξη με την Ερώτηση - 
Πρόβλημα 8 των Αρχικών συνεντεύξεων (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α' σελ. 185) το οποίο τα παιδιά 
καλούνται να επεξεργαστούν.
Παρατηρούμε στο απόσπασμα της συνέντευξης που ακολουθεί (Απόσπασμα 13: 
γραμμή 223) ότι το παιδί απαντά αμέσως και ορθά στο ερώτημα Α (όμοια απαντούν και τα 
άλλα παιδιά στο ίδιο ερώτημα). Φαίνεται ότι τα παιδιά δεν αντιμετωπίζουν ιδιαίτερες 
δυσκολίες με την έννοια του ενός δευτέρου, για την οποία μάλιστα, όπως αρκετά ερευνητικά 
ευρήματα επιβεβαιώνουν, έχουν ήδη σχηματίσει ορθή αντίληψη πριν φοιτήσουν στο σχολείο, 
(Anthony and Walshaw 2003).
Στο Β ερώτημα τα παιδιά σχεδιάζουν την πλαστελίνη την χωρίζουν και τη σκιάζουν 
(Σχήμα 3.10) όμως κάποια από αυτά απαντούν ότι τα δύο παιδιά μαζί θα πάρουν τα 2/3 της 
πλαστελίνης (γραμμή 225, 227).
Σχήμα 3.10: Λναπαραστο.νκύ σχήμα πλαστελίνες όπου φαίνεται το τμήμα ποο θα πάρουν δύο παιδιά που θα 
μοιραστούν το μισό της
Απόσπασμα 13 /Παιδί 1- Ο.Ε.)
223 Παιδί 1: Το ένα δεύτερο
224 Ερευνητής: Ωραία. Τώρα τη δίνεις τη μισή σε δύο συμμαθητές σου. Μαζί και οι δύο πόσο παίρνουν από 
ολόκληρη;
225 Παιδί 1: Τα-° δύο τρίτα.
226 Ερευνητής: Για σκέψου λίγο. Έχεις μια πλαστελίνη. Δίνεις τη μισή. Αν την πάρει ένας παίρνει το ένα 
δεύτερο. Τώρα θα δώσεις πάλι τη μισή αλλά σε δύο παιδιά. Επομένως θα την κόψεις-
227 Παιδί 1: Τα δύο τρίτα.
228 Ερευνητής: αν πεις δύο τρίτα το τρία αυτό η σημαίνει; Ότι η πλαστελίνη χωρίστηκε;
229 Παιδί 1: Σε τρία κομμάτια.
* 230 Όταν χωρίζουμε κάτι σαν κλάσμα το χωρίζουμε σε -; 
ι 231 Παιδί 1: Ίσα κομμάτια.
232 Ερευνητής: Αυτό με αυτό είναι ίσα. Αυτό είναι ίσο μ’ αυτό; (( δείχνει τα δύο κομμάτια στα οποία 
χωρίστηκε το μισό και είναι ίσα μεταξύ τους και τα συγκρίνει χωριστά με το άλλο μισό της πλαστελίνης))
233 Παιδί 1: Άμα το χωρίζαμε ίσα θα ήταν τέσσερα κομμάτια.
234 Ερευνητής: Πάρα πολύ ωραία.
235 Παιδί 1: Άρα αυτοί θα πάρουν τα δύο τέταρτα.
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Φαίνεται το Παιδί 1 να μην λαμβάνει υπόψη ότι στα κλάσματα προϋποθέτουμε το χωρισμό 
του Όλου σε ίσα μέρη. Στην περίπτωση του παραπάνω σχήματος τα παιδιά δεν χώρισαν, 
έστω νοερά, το μη σκιασμένο μισό σε δύο ίσα μέρη ώστε να προκύψει η σωστή απάντηση 
δηλαδή 2/4 (Απόσπασμα 13: γραμμή 235). Η ορθή απάντηση έρχεται από τα παιδιά εκ των 
υστέρων και μετά την υπενθύμιση από τον ερευνητή της έννοιας «Μέρος-Όλο»( Απόσπασμα 
13: γραμμές 230, 232).
Απόσπασμα 14 /(Παιδί 1-O.E.V)
236 Ερευνητής: Τώρα θα είναι τέσσερα τα παιδιά που θα πάρουν το μισό κομμάτι.
237 Παιδί 1: Θα το χωρίσουμε ξανά.
238 Ερευνητής: Τι κλάσμα θα πάρουν αυτά τα τέσσερα;
239 Παιδί 1: Θα πάρουν τα - τέσσερα έκτα; 'Οχι
240 Ερευνητής: Τέσσερα. Τέσσερα από τα πόσα;
241 Παιδί 1: Τέσσερα από τα- (3.0) οχτώ
242 Ερευνητής: Τέσσερα όγδοα. Και αν ήταν οχτώ τα παιδιά;
243 Παιδί 1: (7.0) Οχτώ δέκατα έκτα
Στη συνέχεια το παιδί έστω και με μια σύντομη παλινδρόμηση σε όμοιο με το προηγούμενο 
λάθος (Απόσπασμα 14: γραμμή 239) απαντά ορθά στα ερωτήματα Γ, Δ (Απόσπασμα 14: 
γραμμές 241, 243). Χαρακτηριστικά χωρίζει το αναπαραστατικό σχήμα της πλαστελίνης 
όταν θέλει να δείξει τα 4/8 σε οχτώ ίσα κομμάτια εκ των οποίων τα τέσσερα σκιάζει και τα 
άλλα τέσσερα (ή το άλλο μισό) με διακεκομμένες γραμμές (Σχήμα 3.11)
Σχήμα 3.11: .4 να παραστατικό σχήμα της πλαστελίνΐ]ς ποο δείχνει τα 4/8
Ένα ακόμη ενδιαφέρον σημείο εντοπίζεται στη συνέντευξη άλλων παιδιών τα οποία 
απαντούν στο ερώτημα σύγκρισης των κλασμάτων που έχουν προκύψει από τις απαντήσεις 
στα ερωτήματα A, Β, Γ, Δ και είναι ο χαρακτηρισμός τους ως ζυγών (Απόσπασμα 15: 
γραμμή 235) και όχι ο εντοπισμός της σχέσης ισοδυναμίας μεταξύ τους. Η παρατήρηση των 
παιδιών πιθανόν να αφορά στο ότι πράγματι η σειρά ισοδυναμίας που προκύπτει αποτελείται 
από κλάσματα με όρους ζυγούς αριθμούς. Ο εντοπισμός της ισοδυναμίας από τα παιδιά, των
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κλασμάτων που έχουν προκόψει, φαίνεται να συμβαίνει (Απόσπασμα 15: γραμμή 239), όταν 
ο ερευνητής δείχνει τα σχήματα που αναπαριστούν τα κλάσματα και παρακινεί τα παιδιά σε 
σύγκριση των σκιασμένων τμημάτων των ράβδων που αναπαριστούν αυτά τα κλάσματα 
(Απόσπασμα 15: γραμμή 238).
Απόσπασμα 15 (Παιδί 2, Παιδί 3 - Ο.Ε.)
234 Ερευνητής: Να ρωτήσω κάτι; Το ένα δεύτερο, το δύο τέταρτα, το τέσσερα όγδοα, το οχτώ δέκατα έκτα τι 
είναι μεταξύ τους;
235 Παιδί 3 - Παιδί 2: Ζυγά.
236 Ερευνητής: Τι είναι μεταξύ τους; Μεγαλύτερα, μικρότερα, ίσα, τι είναι;
237 Παιδί 2: Το ένα δεύτερο είναι μεγαλύτερο από το 0 ένα λεπτό.
238 Ερευνητής: Λοιπόν, η πλαστελίνη ((ο δάσκαλος δείχνει)) Αυτό είναι το ένα δεύτερο, αυτά είναι τα δύο 
τέταρτα, αυτά τα τέσσερα όγδοα, αυτά τα οχτώ δέκατα έκτα. Αυτό το κομμάτι με αυτό, αυτό και αυτό μεταξύ 
τους τι είναι;
239 Παιδί 3 - Παιδί 2. Τσα.
3.2 Αρχικά τεστ (Pre-tests)
3.2.1 Πρόσθεση, αφαίρεση στα κλάσματα
Από την ανάλυση των απαντήσεων των παιδιών των Ομάδων Ελέγχου και Παρέμβασης σε 
ερωτήματα των pre-tests σχετικά με την πρόσθεση στα κλάσματα προέκυψαν στοιχεία τόσο 
για τις λανθασμένες αντιλήψεις των παιδιών όσο και για τη χρήση από αυτά σχηματικών 
αναπαραστάσεων και λεκτικής ερμηνείας για την επίλυση προβλημάτων.
Από τις απαντήσεις τεσσάρων παιδιών της Ομάδας Ελέγχου και τριών της Ομάδας 
Παρέμβασης ταυτοποιείται η λανθασμένη αντίληψη (misconception) σύμφωνα με την οποία 
τα παιδιά όταν προσθέτουν δύο κλάσματα εξάγουν ως άθροισμά τους ένα κλάσμα που έχει 
αριθμητή το άθροισμα των αριθμητών των δύο κλασμάτων και παρονομαστή το άθροισμα 
των παρονομαστών τους (Empson 1999 · Kamil and Warrington 1999).
Θα πρέπει στο σημείο αυτό να αναφέρουμε ότι ακόμη ένα παιδί της Ομάδας Ελέγχου 
και τρία της Ομάδας Παρέμβασης, παρόλο ότι δεν προέκυψαν στοιχεία από τις απαντήσεις 
τους στα pre-tests, θα μπορούσαν να θεωρηθούν ότι ανήκουν στην κατηγορία των παιδιών 
που εμφανίζουν την λανθασμένη αντίληψη για τα κλάσματα στην οποία προηγουμένως 
αναφερθήκαμε, αν ληφθούν υπόψη οι ανάλογες απαντήσεις τους στις συνεντεύξεις που 
προηγήθηκαν των ερωτηματολογίων.
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Στην εικόνα που ακολουθεί εκτός της διαπίστωσης της λανθασμένης αντίληψης στην 
οποία έχουμε ήδη αναφερθεί παρατηρούμε ότι το παιδί έχει κάνει και λάθος στην επιλογή 








Σχήμα 3.12: Απάντηση παιδιού της Ομάδας EXt/χου στο Ερώτημα — Πρόβλημα 11 του Pre - Test.
Το παρακάτω Ερώτημα - Πρόβλημα 4 (Σχήμα 3.13) (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β' σελ. 191) αποτελεί 
συνέχεια προβλήματος σύμφωνα με το οποίο δύο παιδιά, ο Βασίλης και ο Κώστας, που 
είχαν μοιράσει δίκαια μεταξύ τους μία πίτσα, δέχτηκαν πριν αρχίζουν να την καταναλώνουν, 
την επίσκεψη δύο φίλων τους, της Νίκης και του Δημήτρη και αποφάσισαν να την 
μοιράσουν ξανά δίκαια με τους φίλους τους. Στην απάντηση του παιδιού στο Ερώτημα - 
Πρόβλημα 4 δεν εμφανίζεται μεν αλγοριθμικά η πράξη της πρόσθεσης αλλά παρατηρούμε να 
απαντά ότι μετά το δεύτερο μοίρασμα της πίτσας του αρχικού κομματιού του Βασίλη, που 
ήταν 4/8 κάθε παιδί (ο Βασίλης δηλαδή και η Νίκη) πήρε 2/4. Εδώ φαίνεται καταρχήν να 
4 2εννοεί ότι -4- 2 = — που είναι φυσικά λάθος, αλλά παράλληλα μας επιτρέπει να 
8 4
συμπεράνουμε ότι το παιδί θα μπορούσε να εννοεί επίσης 2/4 + 2/4 = 4/8 οπότε έχουμε 
εμφάνιση της λανθασμένης αντίληψης στην οποία αναφερόμαστε σ’ αυτή την ενότητα). 
Ακόμη παρατηρούμε ότι ενώ το παιδί αναπαριστά σωστά τα αρχικά κομμάτια πίτσας του 
Βασίλη και του Κώστα (κύκλος χωρισμένος σε 8 ίσα κομμάτια) στη συνέχεια γράφει λάθος 
ότι το 2/4 (τα κομμάτια δηλαδή του Βασίλη και της Νίκης μετά το δεύτερο μοίρασμα) είναι 
το μισό του 4/8.
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4) θα ήθελες χώρα να συγκρίνεις to κομμάτι ttra Βασίλη (αχώ έο αρχιχό ροίραομα με τον Kx&crra) με το irojx^jirn xcro σχημίττίζεχίη ctv 
ενώσουν α κομμάρα τους ο Βασίλης on η Νίκη Qxm m δαπφο μοίρααμα).
Τιζπρατηρείς ,
β*4 σ SviC^vp Kcb π
kow<^4 %-k
po^QiCtU KOU
Τ» y.tfD (χρ' <«r fo Wpd. 'c o Kurrr.^.
. \ /&**>
Λ'ΓΤKJiflJ· 1 'μο-ρχγ p/»p iouq
\
Σχήμα 3.13: Απάντηση παιδιού της Ομάδας Παρέμβασης στο Ερώτημα - Πρόβλημα 4 του Pre - Test
Ορθά απάντησαν σε ερωτήματα των pre-tests που αφορούσαν την πρόσθεση στα κλάσματα 
τέσσερα παιδιά από την Ομάδα Ελέγχου, εκ των οποίων τα δύο σχέδιασαν αναπαραστατικά 
σχήματα και παρείχαν και ανάλογη λεκτική ερμηνεία, ένα παιδί σχεδίασε σχήμα αλλά δεν 
είχε λεκτική ερμηνεία και ένα ακόμη δεν είχε λεκτική ερμηνεία ενώ το σχήμα προϋπήρχε στη 
διατύπωση του ερωτήματος. Ορθά επίσης απάντησαν πέντε παιδιά από την Ομάδα 
Παρέμβασης τα οποία παρείχαν και λεκτική ερμηνεία ενώ η παράμετρος σχεδιασμός 
αναπαραστατικών σχημάτων δεν μπορούσε να εξεταστεί καθόσον υπήρχαν ήδη έτοιμα 
σχήματα στα προβλήματα που επεξεργάστηκαν.
Χαρακτηριστικά είναι τα παραδείγματα από απαντήσεις παιδιών τα οποία ακολουθούν:
6) Εάν ο κύκλος mrm βλάχας xapurrAvtx to ένα ολόκληρο, χροσχά&ψχ να σχρ&ιάσος xzn να χρνψοτάσζΐς pe να μολόβ* αοο ύκτνε να









.^r": ^Ccu-a Zpa'. ίύΛoC '■
5 'λλ '&/<? SUlit^ocA \toJjf'CO £U
'4· -. 'O ilo ^'Op
Σχήμα 3.14: Απάντηση παιδιού της Ομάδας Ελέγχου με σχηματικές αναπαραστάσεις και λεκτική ερμηνεία στο 
Ερώτημα - Πρόβλημα 6 του Pre - Test
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2)Τα μοίραομα της πίτσας σε ίσα κομμάτια έφερε στο μυαλό του Βασίλη και του Κώστα τα κλάσματα για τα οποία είχαν μιλήσει πριν 
από λίγο καιρό στο σχολείο. Είπαν λοιπόν να τα ξαναθυμηΟοόν κάνοντας την πρόσθεση των κλασμάτων που έδειχναν τα κομμάτια στα 
οποία μοίρασαν την πίτσα.
Ποιος από τους δύο πιστεύεις ότι έχει δίκια; Γιατί;
Cl/lWo υ PJ^evs ^ Κν·
Σχήμα 3.15: Απάντηση παιδιού Ομάδας Παρέμβασης με λεκτική ερμηνεία (έτοιμο σχήμα) στο Ερώτημα - 
Πρόβλημα 2 του Pre - Test
επιλογή της ως πράξη ήταν ακατάλληλη για την επίλυση των συγκεκριμένων ερωτημάτων.
3.2.2 Πολλαπλασιασμός στα κλάσματα
Από την ανάλυση των απαντήσεων των παιδιών της Ομάδας Ελέγχου αλλά και εκείνων της 
Ομάδας Παρέμβασης προκύπτουν οι δυσκολίες αλλά και οι λανθασμένες αντιλήψεις των 
παιδιών για τον πολλαπλασιασμό στα κλάσματα.
Σε παιδιά και από τις δύο ομάδες φαίνεται να είναι πολύ ισχυρή η αντίληψη ότι η 
πράξη του πολλαπλασιασμού οδηγεί σχεδόν πάντοτε σε αύξηση του αρχικού ποσού, δηλαδή 
του πολλαπλασιαστέου. Σύμφωνα με ερευνητές, αυτή η αντίληψη έλκει την καταγωγή της 
από την προηγούμενη γνώση των παιδιών για τις πράξεις στους ακεραίους (Xenia 
Vamvakoussi and Stella Vosniadou 2004, Carraher 1996 )
Ακόμη δύο παιδιά της Ομάδας Ελέγχου έκαναν σωστά την πράξη της πρόσθεσης αλλά η
Σχήμα 3.16: Απάντηση παιδιού της Ομάδας Ελέγχου στο Ερώτημα - Πρόβλημα 11 του Pre - Test
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Στο παραπάνω παράδειγμα απάντησης παιδιού στο Ερώτημα - Πρόβλημα 11 του pre - test 
(Σχήμα 3.16) (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β' σελ. 198) παρατηρούμε ότι ερμηνεύει λανθασμένα τη 
φράση του ερωτήματος «την φέρνει στα 2/3 του αρχικού της ύψους», θεωρώντας ότι το 
ύψος της Αλίκης αυξάνεται και μάλιστα κατά 2/3 του μέτρου. Φαίνεται ότι δυσκολεύεται να
αντιληφθεί το κλάσμα 2/3 ως πολλαπλασιαστή του ποσού «ύψος Αλίκης: 1 ^ μ». Το παιδί
χρησιμοποιεί στο πρόβλημα αυτό ως αναπαραστατικό μοντέλο την αριθμογραμμή. Είναι 
συχνές οι αναφορές στη σχετική βιβλιογραφία για τις δυσκολίες που αντιμετωπίζουν τα 
παιδιά με το χειρισμό του αναπαραστατικού αυτού μοντέλου (Reeve and Pattison 1996, 
Yujing Ni 2000, Χαραλάμπους και Πίττα - Πανταζή 2005)
Ο σωστός χειρισμός της αριθμογραμμής θα περιελάμβανε εκτός από την κατανόηση 
της έννοιας 2/3 του αρχικού ύψους ως μοίρασμα (partitioning) του αρχικού ύψους σε 3 ίσα
5 2μέρη και τον υπολογισμό του νέου ύψους στα 2 από αυτά ( 1 — μ x — ) και τη δυνατότητα
του παιδιού να εργαστεί με αυτά τα ποσά επί της αριθμογραμμής, δηλαδή να ορίσει επάνω σ’ 
αυτή το αρχικό ύψος αλλά και το προκύπτον ύψος μετά τον πολλαπλασιασμό.
Στο ίδιο ερώτημα ένας αριθμός παιδιών και των δύο ομάδων απάντησαν κάνοντας 
αφαίρεση όπως δείχνει και το παρακάτω παράδειγμα.
Μχορας σε μια γραμμή να δείξεις το αρχιχό άγος της Αλίκης αλλά και τις αλλαγές σ’ απτό αφού φαε το μαγικό νερό;
fjL X <5_1--35_ΐ2-_35_ 
Ίο Τ“ϋ 3 30 30 30




Σχήμα 3.17: Απάντηση παιδιού της Ομάδας Παρέμβασης στο Ερώτημα - Πρόβλημα 11 του Pre - Test
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Το παιδί φαίνεται να ερμηνεύει την φράση «την φέρνει στα 2/3 του αρχικού της ύψους» ως 
μείωση του ύψους της Αλίκης κατά 2/3μέτρα και έτσι οδηγείται στην επιλογή της αφαίρεσης 
για την επίλυση του προβλήματος. Και πάλι δηλαδή, δεν αντιλαμβάνεται το κλάσμα 2/3 ως
πολλαπλασιαστή του ποσού 1 ^ μ.
Στον πίνακα που ακολουθεί (Πίνακας 3.1) καταγράφεται ο αριθμός των παιδιών της 
κάθε ομάδας που επιχείρησαν να απαντήσουν με πρόσθεση ή αφαίρεση ή πολλαπλασιασμό 
στο Ερώτημα - Πρόβλημα 11 καθώς επίσης και η συχνότητα χρήσης αναπαραστατικών 
σχεδίων και λεκτικής ερμηνείας από τα παιδιά.
Πίνακας 3.1: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων των παιδιών στο Ερώτημα - Πρόβλημα 11 του
Pre-Test



























1 2 3 5 4 9 1 1 5
Υπόμνημα
Σ= Σωστή, Λ= Λάθος, Κ= Καμία
'Οπως φαίνεται στον παραπάνω πίνακα μόνο 1 παιδί από τα 13 της Ομάδας Ελέγχου (Ο.Ε.) 
και 1 της Ομάδας Παρέμβασης (Ο.Π.) από τα 18 απάντησαν σωστά στο Ερώτημα - 
Πρόβλημα 11 κάνοντας πολλαπλασιασμό. Την λαθεμένη επιλογή της πρόσθεσης έκαναν 6 
παιδιά της Ο.Ε. και 3 παιδιά της Ο.Π. Ακόμη επέλεξαν λαθεμένα την πράξη της αφαίρεσης 
για την επίλυση του προβλήματος πέντε παιδιά της Ο.Ε. και εννιά της Ο.Π. Δεν απάντησαν 
στο Ερώτημα - Πρόβλημα 11 ένα παιδί της Ο.Ε. και πέντε της Ο.Π. Ορθή κλασματική 
αναπαράσταση είχαμε στην περίπτωση του ενός παιδιού (Ο.Ε.) που απάντησε στο ερώτημα 
κάνοντας πολλαπλασιασμό ενώ το παιδί της Ο.Π. που απάντησε όμοια είχε λάθος στην 
κλασματική αναπαράσταση. Τα υπόλοιπα παιδιά και των δύο ομάδων είτε είχαν λάθη στην 
κλασματική αναπαράσταση - αφού άλλωστε το αποτέλεσμα της πρόσθεσης ή της αφαίρεσης
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που κατέγραψαν στην αριθμογραμμή ήταν διαφορετικό από εκείνο που θα εξήγαν αν έκαναν 
πολλαπλασιασμό- είτε δε χρησιμοποίησαν καμία κλασματική αναπαράσταση. Λεκτική 
ερμηνεία της επίλυσης του προβλήματος δεν παρείχε κανένα από τα παιδιά και των δύο 
ομάδων.
Μία ακόμη λανθασμένη αντίληψη, που εντοπίστηκε στο Ερώτημα - Πρόβλημα 13 των 
pre-test (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β' σελ. 200), αφορούσε την εμφάνιση με αναπαραστατικό σχήμα 
και του πολλαπλασιαστή (εκτός του πολλαπλασιαστέου που θα ήταν ορθό) σε 
πολλαπλασιασμό κλασμάτων. Μάλιστα σε κάποιες από αυτές τις περιπτώσεις το αποτέλεσμα 
του πολλαπλασιασμού (το γινόμενο) εμφανίζεται με αναπαραστατικό σχήμα ομοειδές με 
εκείνα του πολλαπλασιαστή και του πολλαπλασιαστέου αλλά μεγαλύτερης επιφάνειας από 
αυτά, κάτι που θα μπορούσε να ερμηνευτεί ως προσκόλληση στην αντίληψη του 
πολλαπλασιασμού στους ακεραίους.
Ακολουθεί πίνακας (Πίνακας 3.2) με την κατηγοριοποίηση των απαντήσεων των 
παιδιών στο Ερώτημα - Πρόβλημα 13:
Πίνακας 3.2: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων των παιδιών στο Ερώτημα - Πρόβλημα 










Αναπαρκττά με σχήμα (ορθογώνιο
παραλληλόγραμμο) εκτός από τον
πολλαπλασιαστέο και τον πολλαπλασι απτή
Αναπαριστά με 
σχήμα (κύκλο) 
εκτός από τον 
πολλαπλασια­
στέο και τον 
πολλαπλασιαστή
Δεν αναπαριστά 
με σχήμα (κύκλο) 





















πράξη αλλά εμφανίζει 




























4 3 4 2 3 1 1
Όπως παρατηρούμε στον παραπάνω πίνακα δέκα από τα δεκατρία παιδιά της Ομάδας 
ελέγχου και δέκα από τα δεκαοχτώ παιδιά της Ομάδας Παρέμβασης αντιλαμβάνονται 
λαθεμένα τον ρόλο του πολλαπλασιαστή αναπαριστώντας τον με σχήμα όπως και τον 
πολλαπλασιαστέο. Δηλαδή δεν αντιλαμβάνονται στη συγκεκριμένη περίπτωση τη σχέση
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«Μέρους - Μέρους - Όλου» που υπάρχει στην πράξη του πολλαπλασιασμού. Μάλιστα 
τέσσερα από τα παιδιά της Ομάδας Ελέγχου καθώς και τέσσερα από εκείνα της Ομάδας 
Παρέμβασης αναπαριστούν το αποτέλεσμα της πράξης σκιασμένο σε σχήμα (ορθογώνιο ή 
κύκλο) μεγαλύτερης επιφάνειας από εκείνης του πολλαπλασιαστέου. Και στο σημείο αυτό 
φαίνεται η αντίληψη των παιδιών που εκπορεύεται από τη γνώση τους για τον 
πολλαπλασιασμό στους ακεραίους και θέλει το γινόμενο να είναι ένα ποσό μεγαλύτερο του 
πολλαπλασιαστέου. >'
Χαρακτηριστικά είναι τα παραδείγματα απαντήσεων που ακολουθούν και στα οποία 









Σχήμα 3.18·_4πα>Τ7/σ7/ παιδιού Τ7/ς Ομάδας ΕλΕρ/οο στο Ερτλτημα - Πρόβλημα 13 το ο Pre - Test
Προσπάθησε να παρουσιάσεις με σχήματα τον πολλαπλασιασμό: - · —
5 4
Σχήμα 3.19: Απάντηση παιδιού της Ομάδας Παρέμβασης στο Ερώτημα - Πρόβλημα 13 του Pre - Test
Ακόμη ένα χαρακτηριστικό στοιχείο είναι ότι μόνο ένα παιδί από κάθε ομάδα απαντά 
απόλυτα σωστά στο ερώτημα, είναι δηλαδή σε θέση να παρουσιάσει και με την βοήθεια
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αναπαραστατικών σχημάτων τον πολλαπλασιασμό στα κλάσματα όπως φαίνεται και στα 
παρακάτω παραδείγματα:
Πρεχηάθηαε να χαρσνσιάΰΕίς με «τχήμβε» ηώίακλααιαΰμά: 2 I
5 ' 4
h S5
TOU -L του’ Q^liUQOOj ■ϋΐ LO’JC'/U Tq
Jl y:j jOl ros
1 . 2
5 °I
Σχήμα 3.20: Απάτη/σι/ παιδιού ν/ς Ομάδας Ελέγχου!χρήστ} κύκλον ως αναπαραστανκού σχήματος) 
στο Ερώτημα - Πρόβλημα 13 του Pre - Test
\
Προσπάθησε να παρουσιάσεις με σχήματα τον ποϋ,απλασιασμό: 2 L 2
5 ’ 4“ 2Q
Σχήμα 321: Απάντηση παιδιού της Ομάδας Παρέμβασης στο Ερώτημα - Πρόβλημα 13 του Pre - Test
Από την ομάδα παρέμβασης ένας ιδιαίτερα μεγάλος αριθμός παιδιών είτε δηλώνουν ότι δεν 
μπορούν να απαντήσουν στο ερώτημα (4 παιδιά) είτε αποφεύγουν τις σχηματικές 
αναπαραστάσεις και κάνουν μόνο την πράξη (3 παιδιά).
Συμπληρώνοντας τις παρατηρήσεις μας θα λέγαμε ότι όπως προκύπτει και από τον 
πίνακα η συντριπτική πλειοψηφία των παιδιών και των δύο ομάδων προτιμά ως 
αναπαραστατικά σχήματα τα ορθογώνια παραλληλόγραμμα και όχι τους κύκλους. Αυτό, 
σύμφωνα και με σχετική με το θέμα έρευνα του Ball, οφείλεται στην μεγαλύτερη ευκολία με 
» την οποία μπορεί να χωριστεί ένα ορθογώνιο σε σχέση με ένα κύκλο σε ίσα μέρη ώστε να 
* αναπαραστήσει ένα κλάσμα (Ball στο Pitkethly and Hunting 1996).
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 09:05:47 EET - 137.108.70.7
51
3.2.3 Διαίρεση στα κλάσματα
Από την ανάλυση των απαντήσεων των παιδιών των Ομάδων Ελέγχου και Παρέμβασης 
προκύπτουν στοιχεία που αφορούν την εμφάνιση παρανοήσεων και δυσκολιών όσον αφορά 
τη διαίρεση των κλασμάτων καθώς και τη συχνότητα και τον τρόπο χρήσης από τα παιδιά 
αναπαραστατικών μοντέλων και λεκτικών επεξηγήσεων. Ερευνητές έχουν επισημάνει τις 
δυσκολίες που συναντούν τα παιδιά με την έννοια της διαίρεσης στα κλάσματα. Η Liping Ma 
(1999) χαρακτηρίζει τη διαίρεση στο δημοτικό σχολείο ως την περισσότερο περίπλοκη από 
τις τέσσερις πράξεις και τα κλάσματα ως τους mo σύνθετους αριθμούς, το δε συνδυασμό 
τους (διαίρεση με κλάσματα) ως ένα από τα κορυφαία όσον αφορά το βαθμό δυσκολίας τους 
αντικείμενα των μαθηματικών στη βαθμίδα αυτή. Το ίδιο και οι Glenda Anthony και 
Margaret Walshaw (2003) σταχυολογώντας τον Kieren χαρακτηρίζουν τον παραδοσιακό 
αλγόριθμο της διαίρεσης ως ιδιαίτερα πολύπλοκο και δυσνόητο.
Ο πίνακας που ακολουθεί (Πίνακας 3.3) αφορά την κατηγοριοποίηση των απαντήσεων 
των παιδιών των δύο ομάδων στα Ερωτήματα - Προβλήματα 15 και 16 του pre-test 
(ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β' σελ. 202, 203).
Πίνακας 3.3: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων των παιδιών στα Ερωτήματα - Προβλήματα 
15 και 16 του Pre - Test
Ερώτημα 15
Απαντά σωστά Απαντά λάθος '
Δεν
απαντά














Ναι Όχι Ναι Όχι Ναι
Οχι
Ναι Όχι Ναι Όχι Ναι Όχι
Σ Λ Σ Λ Σ Λ Σ Λ Σ Λ Σ Λ
Ομάδα
Ελέγχου
4 1 3 1 1 2 1 1 6
Ομάδα
Παρέμβασης




.5 5 2 1 1 1 1 5
Ομάδα
Παρέμβασης
4 4 6 6 8
Υπόμνημα:
«5: Τα παιδιά αυτά κάνουν μεν ορθά διαίρεση για να απαντήσουν στο ερώτημα αλλά εξ αυτών τα δύο 
οδηγούνται σε λάθος αποτέλεσμα ενώ τα άλλα τρία δεν φτάνουν στο τελικό αποτέλεσμα______________________
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Ένα πρώτο συμπέρασμα που μπορούμε να εξάγουμε από τον παραπάνω πίνακα αφορά 
τη συχνότητα με τη οποία τα παιδιά χρησιμοποιούν αναπαραστατικά σχήματα και λεκτική 
ερμηνεία -ανεξάρτητα από το αν αυτό γίνεται επιτυχώς ή ανεπιτυχώς- κατά τη διαδικασία 
επίλυσης των προβλημάτων -ερωτήσεων του pre-test. Έτσι παρατηρούμε ότι στο Ερώτημα - 
Πρόβλημα 15 τα τέσσερα από τα επτά παιδιά που απαντούν (επί συνόλου 13 παιδιών της 
Ομάδας Ελέγχου) χρησιμοποιούν αναπαραστατικά σχήματα και μάλιστα και τα τέσσερα 
επιτυχώς. Από τα 16 παιδιά της Ομάδας Παρέμβασης που είναι αυτά τα οποία απάντησαν 
στο ίδιο ερώτημα επί συνόλου 18 παιδιών τα πέντε έκαναν χρήση σχηματικών 
αναπαραστάσεων εκ των οποίων τα 3 παιδιά σωστά και τα 2 λάθος.
Στο Ερώτημα - Πρόβλημα 16 κανένα παιδί και από τις δύο ομάδες δεν χρησιμοποίησε 
σχηματικές αναπαραστάσεις. Θεωρούμε ότι η στάση αυτή των παιδιών θα μπορούσε να 
ερμηνευτεί αν λάβουμε υπόψη μας τις δυσκολίες'που αντιμετωπίζουν τα παιδιά τόσο με τη 
διαίρεση στα κλάσματα, όσο και με τους μεικτούς αριθμούς. Από την Ομάδα Ελέγχου 
λεκτική ερμηνεία, μεγαλύτερου ή μικρότερου εύρους παρείχαν στο Ερώτημα 15, δύο παιδιά, 
το ένα ορθή και το άλλο λανθασμένη και στο Ερώτημα 16 ένα παιδί λανθασμένη. Από την 
Ομάδα Παρέμβασης στο Ερώτημα - Πρόβλημα 15 ορθή λεκτική ερμηνεία παρείχαν 3 παιδιά 
και στο Ερώτημα — Πρόβλημα 16 κανένα παιδί της ίδιας ομάδας δεν παρείχε λεκτική 
ερμηνεία.
Στο παράδειγμα απάντησης, στο Ερώτημα - Πρόβλημα 15 που ακολουθεί, το παιδί 
επιλέγει λανθασμένα ως πράξη επίλυσης του προβλήματος, τον πολλαπλασιασμό αντί της 
διαίρεσης:
15)Η ?φτεμΜ;έχρδόο ρ^ύίτςοσκολάτες. Λν θελι^αανο τκ^φάσαΜίΏΐα σι^^0ΐ£ςτ^0« ipora ναδΑοασιην κόθεμίατο - 




Σχήμα 3.22:Λπάντηση παιδιού της Ομάδας Ελέγχοο στο Ερώτημα - Πρόβλημα 15
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Μια άλλη ενδιαφέρουσα περίπτωση παρουσιάζεται στο σχήμα που ακολουθεί:
Σχήμα 3.23 : Απάντηση παιδιού της Ομάδας Παρέμβασης στο Ερώτημα 15 
Στην περίπτωση αυτή το παιδί α) σκιάζει τα 2/3 κάθε μιας από τις δύο σοκολάτες δείχνοντας 
να μην αντιλαμβάνεται ότι και οι δύο σοκολάτες ολόκληρες θα μοιραστούν και β) κάνει 
πολλαπλασιασμό (μάλιστα λάθος, αφού ενώ γράφει 2x2/3 δίνει ως γινόμενο 4/6 και όχι 4/3 
που θα ήταν το ορθό, είναι δηλαδή σαν να βρίσκει το ισοδύναμο του 2/3 ή αλλιώς να κάνει 
τον πολλαπλασιασμό 2/2 χ 2/3) αντί διαίρεσης.
Την επιλογή της αφαίρεσης στο Ερώτημα - Πρόβλημα 15 κάνουν μόνο δύο παιδιά από 
την Ομάδα Ελέγχου
ir«yt 1°*** °1
0,5 ν€(]α ** „fo.
tea, θο fv,Wv.
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Σχήμα 3.24 Απάντηση παιδιού της Ομάδας Ελέγχου στο Ερώτημα 15
Στο παραπάνω παράδειγμα (Σχήμα 3.24) παρατηρούμε μια αντίφαση. Ενώ το παιδί εμφανίζει 
σκιτσαρισμένες έξι φίλες (η ορθή απάντηση) κάνει αφαίρεση 2-— και βρίσκει σωστά
1 — αλλά γράφει 1 — = 5 που είναι λάθος. Αυτό δείχνει παράλληλα και μια δυσκολία του 
μαθητή να εργαστεί με μετατροπές μεικτών. Ακόμη δεν συνεχίζει με διαδοχικές αφαιρέσεις
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με το 1/3 ώστε να οδηγηθεί στον αριθμό έξι (δηλαδή θα είχε αφαιρέσει έξι φορές το 1/3 και 
θα έφτανε σε 0 σοκολάτες).
Ακολουθούν κάποια παραδείγματα με σωστές απαντήσεις των παιδιών στο Ερώτημα - 
Πρόβλημα 15.
f\no V l Ο ι T-V. σ -
Σχήμα 3.25: Απάντηση παιδιού της Ομάδας EXt/χθΌ στο Ερώτημα -Πρόβλημα 15
eL~k~-
SCL-3 NO^fJCOQCU
Μ -ApcepLS IjEX. G eptfes.
Σχήμα 326: Απάντηση παιδιού της Ομάδας Παρέμβασης στο Ερώτημα -Πρόβλημα 15 
Και στις δύο παρακάνω περιπτώσεις τα παιδιά χρησιμοποίησαν αναπαραστατικά σχήματα 
(με διαφορετικό τρόπο) ενώ στην περίπτωση του Σχήματος 3.26 έχουμε και την πράξη της 
διαίρεσης ακέραιου με κλάσμα αλλά κατόπιν και ακέραιου με ακέραιο 6 -η 2 = 3 (η δεύτερη 
διαίρεση μάλλον ως προσπάθεια του παιδιού να απαντήσει και με δεύτερο τρόπο στο 
πρόβλημα).
Στο Ερώτημα -Πρόβλημα 16, όπως αναφέρουμε και στο υπόμνημα του Πίνακα 3.3, από 
την Ομάδα Ελέγχου πέντε παιδιά επιλέγουν ορθά να κάνουν διαίρεση αλλά είτε δεν 
καταλήγουν σε τελικό αποτέλεσμα (βλ. Σχήμα 3.27) είτε το αποτέλεσμα της διαίρεσης είναι
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λάθος (βλ. Σχήμα 3.28). Μάλιστα στη δεύτερη περίπτωση βλέπουμε ότι ενώ το παιδί έχει 
φτάσει σε μια απάντηση με μορφή μεικτού (στη συγκεκριμένη περίπτωση έχει μάλιστα κάνει
1 7
λάθος βρίσκοντας 7 —αντί του 6 — που θα ήταν το σωστό) κατόπιν αυθαίρετα δίνει ως
8 8
αποτέλεσμα 57 ζώνες. Θα μπορούσαμε να υποθέσουμε ότι αυτό συμβαίνει γιατί το παιδί δεν 
είναι έτοιμο να δεχθεί στο ερώτημα «Πόσες ζώνες θα φτιαχτούν;» άλλον αριθμό εκτός από 
ακέραιο, δεν δέχεται δηλαδή αυτό που βλέπει, που έχει βρει αλλά αυτό που το ίδιο θεωρεί 
λογικό. Δεν θα μπορούσαμε να υποθέσουμε βέβαια ότι κάνει λάθος στη μετατροπή του
μεικτού σε καταχρηστικό δηλαδή το 7 — = 57 γιατί στην ίδια πράξη μετατρέπει σωστά τον
8
3






Σχήμα 3.27: Απάντηση παιδιού της Ομάδας Ελέγχου Σχήμα 3.28: Απάντηση παιδιού της Ο.Ε 
στο Ερώτημα -Πρόβλημα 16 στο Ερώτημα -Πρόβλημα 16
Ενδιαφέρον παρουσιάζει και η ανάλυση των απαντήσεων των παιδιών των δύο ομάδων στο 
Ερώτημα - Πρόβλημα 17 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ΕΓ σελ. 204 ) του Pre-test, όπου τα παιδιά 
καλούνται να κάνουν τη διαίρεση 2/3 -ι- 3/4. Μάλιστα στο ερώτημα δίνονται σκιασμένοι 
ράβδοι για κάθε ένα από τα προαναφερόμενα κλάσματα και από κάτω οι ίδιοι ράβδοι με 
σκιασμένα τα ισοδύναμα προς το 2/3 και 3/4 αντίστοιχα 8/12 και 9/12 καθώς και το 
αποτέλεσμα της διαίρεσης με τη μορφή σκιασμένης ράβδου χωρισμένης σε 12 ίσα τμήματα 
εκ των οποίων διαφορετικά σκιασμένα τα πρώτα 8 κατόπιν το επόμενο 1 και λευκά (μη 
σκιασμένα) τα υπόλοιπα 4. Ουσιαστικά ζητείται στο Ερώτημα - Πρόβλημα 17 από τα παιδιά, 
πέρα από την αλγοριθμική διαδικασία για την πράξη της διαίρεσης 2/3 4- 3/4 , να 
παρουσιάσουν τα κλάσματα επάνω στις ράβδους πρώτα στην αρχική τους μορφή και έπειτα 
μέσα από τη διαδικασία της ισοδυναμίας και κυρίως να εμφανίσουν το αποτέλεσμα της 
διαίρεσης στη ράβδο που σχηματικά το αναπαριστά.
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 09:05:47 EET - 137.108.70.7
56
Πρέπει να τονίσουμε ότι στο Ερώτημα - Πρόβλημα 17 έχουμε την περίπτωση διαίρεσης 
όπου ο διαιρέτης είναι μεγαλύτερος από το διαιρετέο (Δ < δ) και όπου το πηλίκο είναι επίσης 
κλάσμα. Σύμφωνα με ερευνητές, τα παιδιά δυσκολεύονται ιδιαίτερα να κατανοήσουν ότι 
είναι δυνατόν να διαιρεθεί ένας αριθμός από έναν μεγαλύτερο του (Siegal and Smith 1997) 
Από την επεξεργασία των ερωτηματολογίων προέκυψαν τα παρακάτω στοιχεία: 
α) Κανένα παιδί και από τις δύο ομάδες δεν παρείχε μια πλήρη απάντηση στο Ερώτημα - 
Πρόβλημα 17, δηλαδή δεν κάλυψε και τα δύο ζητούμενα ταυτόχρονα,-την αλγοριθμική 
διαδικασία της διαίρεσης 2/3: 3/4 συνοδευόμενη από την εμφάνιση των κατάλληλων 
κλασμάτων δίπλα στις ράβδους, έτσι ώστε να αναπαριστάται η διαδικασία της διαίρεσης με 
χρήση ισοδυναμίας αλλά και το αποτέλεσμά της δίπλα στα σχήματα.
β) Τα 7 από τα 13 παιδιά της Ο.Ε. και το 1 από τα 18 παιδιά της Ο.Π. εμφανίζουν τα 
κλάσματα δίπλα στις ράβδους που αναπαριστούν τη διαδικασία της διαίρεσης σωστά αλλά 
λάθος το κλάσμα στη ράβδο που αναπαριστά το αποτέλεσμά της. Μάλιστα τα 3 από τα 7 
παιδιά της Ο.Ε. έχουν κάνει αλγοριθμικά σωστά τη διαίρεση και παρόλα αυτά εμφανίζουν 
διαφορετικό αποτέλεσμα στη ράβδο που το αναπαριστά. (Σχήματα 3.29 και 3.30)
Σχήμα 3.29: Απάντηση παιδιού της Ομάδας Ελέγχου στο Ερώτημα - Πρόβλημα 17 του Pre-test
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Σχήμα 1.Μ:Απάντηση παιδιού της Ομάδας Παρέμβασης στο Ερώτημα - Πρόβλημα 17 του Pre-test
Τα παιδιά φαίνεται να μην είναι σε θέση να ερμηνεύσουν σωστά το αποτέλεσμα της 
διαίρεσης στο Ερώτημα - Πρόβλημα 17 με βάση το ανάλογο αναπαραστατικό σχήμα. 
Φαίνεται να μη δίνουν τη σημασία που θα έπρεπε στη διαφορετική σκίαση (διαφορετικό 
χρώμα και είδος γραμμών) των 8 κομματιών αρχικά και του ενός που ακολουθεί, και τα 
οποία είναι σκιασμένα από τα 12 συνολικά. Έτσι δεν φαίνεται να μπορούν να δείξουν ότι το 
9/12 χωράει 8/9 φορές στο 8/12 ερμηνεύοντας με αυτόν τον τρόπο αριθμητικά το σχήμα που 
υπάρχει έτοιμο και αποτελείται από μια ράβδο που αναπαριστά με τον τρόπο που είναι 
σκιασμένη το αποτέλεσμα της διαίρεσης. Αντίθετα αρκούνται να αναγνωρίσουν την 
αναπαραστατική ράβδο του αποτελέσματος της διαίρεσης απλώς ως χωρισμένη σε 12 ίσα 
κομμάτια με σκιασμένα τα 9 από αυτά.
γ) Από τα 13 παιδιά της Ο.Ε. τα 3 και από 18 της Ο.Π. τα 10 δεν καταγράφουν κλάσματα 
δίπλει στα αναπαραστατικά σχήματα. Από αυτά μόνο 1 της Ο.Ε. και 1 της Ο.Π. κάνουν 
αλγοριθμικά σωστά τη διαίρεση. (Σχήματα 3.31, 3.32)
2 3
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Σχήμα 331: Απάντηση παιδιού της Ομάδας Ελέγχου στο Ερώτημα - Πρόβλημα 17 του Pre-test
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Σχήμα 3.32 : Απάντηση παιδιού της Ομάδας Παρέμβασης στο Ερώτημα - Πρόβλημα 17 του Pre-test 
δ) Από την Ο.Π. 7 παιδιά καταγράφουν τα κλάσματα δίπλα στις αναπαραστατικές ράβδους 
(εκτός εκείνης που αναπαριστά το τελικό αποτέλεσμα της διαίρεσης) και από αυτά τα 4 δεν 
κάνουν καμία πράξη (Σχήμα 3.33), ενώ τα άλλα 3 (Σχήμα 3.34) κάνουν τη διαίρεση με τον 
ίδιο λάθος τρόπο
Σχήμα 333: Απάντηση παιδιού της Ομάδας Παρέμβασης στο Ερώτημα - Πρόβλημα 17 του Pre-test
Ι7)Έχρ»ςνα κάνης τη 5»αή>οση 7 * Τ ~
3 4
- Προ<τ*ώ©ΐ}ο·« να κάνας njv χρό^τ\ κχλ* να *c£rrrfc"°£ "»? οοτ»„ /μ ttj βαήθκκχ tar» χρ—^χτηομένίαν ράβόατ» row αοο dtvovmx.
JA-kxpi .ΧιΣρΧ... ..rSk.tt.trο.__ a<av«/v. .
Σχήμα 334: Απάντηση παιδιού της Ομάδας Παρέμβασης στο Ερώτημα - Πρόβλημα 17 του Pre-test
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Από την Ο.Ε. 3 παιδιά καταγράφουν τα κλάσματα δίπλα στις αναπαραστατικές ράβδους 
(εκτός εκείνης που αναπαριστά το τελικό αποτέλεσμα της διαίρεσης) ενώ κάνουν ξανά τη 
διαίρεση 2/3: 3/4 αυτή τη φορά με χρήση των ισοδυνάμων τους,
δηλ. 8/12 4- 9/12 = 8/12 x 12/9 =96/108 από το οποίο βέβαια με απλοποίηση θα μπορούσε να 
προκόψει το 8/9. Παρατηρούμε ( Σχήμα 3.35) την τάση αυτών των παιδιών να προσεγγίσουν 
κυρίως αλγοριθμικά την διαίρεση του Ερωτήματος - Προβλήματος 17 και μη δυσκολία τους 
να οδηγηθούν στην κατανόηση του αποτελέσματος της διαίρεσης με τη βοήθεια της σχετικής 
αναπαραστατικής ράβδου.
Σχήμα 335: Λπάντηωι παιδιού π;ς Ομάδας ΕλΕρχοο στο Epcmjpa - Πρόβλημα 17 wo Pre-test
3.2.4 Ισοδυναμίες στα κλάσματα
Στην ενότητα αυτή θα επιχειρήσουμε να εξετάσουμε, στο περιοριστικό πλαίσιο που θέτει η 
ίδια εργασία, κεντρικός πυρήνας της οποίας είναι οι πράξεις στα κλάσματα, τις αντιλήψεις 
των παιδιών για τις ισοδυναμίες στα κλάσματα. Αυτό γίνεται κυρίως επειδή η έννοια της 
ισοδυναμίας στα κλάσματα θα αποτελέσει στη φάση της διδακτικής παρέμβασης, που θα 
ακολουθήσει, ένα από τα βασικά της εργαλεία.
Οι αντιλήψεις των παιδιών για τις ισοδυναμίες στα κλάσματα ελέγχθηκαν μέσα από δύο 
ερωτήματα που περιλαμβάνονταν στο αρχικό ερωτηματολόγιο. Στο Ερώτημα 8 τα παιδιά 
καλούνταν να συμπληρώσουν μια σειρά ισοδύναμων κλασμάτων σε συνδυασμό με την 
κατάλληλη σκίαση γεωπινάκων που υπήρχαν για το σκοπό αυτό κάτω από τα κλάσματα.
Στο σημείο αυτό παραθέτουμε ένα ορθά απαντημένο φύλλο από παιδί της Ο.Ε. με το 
Ερώτημα - Πρόβλημα 8 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β' σελ. 195).
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Σχήμα 3J6: Απάντηση παιδιού της Ομάδας Ελέγχου στο Ερώτημα - Πρόβλημα 8 του Pre-test 
Ο δεύτερος και ο τέταρτος γεωπίνακας δίνονται σκιασμένοι από το Ερώτημα - 
Πρόβλημα 8 και ζητείται το κλάσμα που φανερώνει τη σχέση Μέρους (σκιασμένο τμήμα) - 
Όλου, ενώ ο πρώτος γεωπίνακας πρέπει να σκιαστεί από το παιδί σύμφωνα με το κλάσμα 
που του δίνεται. Στον τρίτο γεωπίνακα που καλείται επίσης το παιδί να σκιάσει δίνεται μόνο 
ο παρονομαστής του αντίστοιχου κλάσματος και πρέπει να συμπληρωθεί ο αριθμητής. Αυτό 
το Ερώτημα - Πρόβλημα εξετάζει αν τα παιδιά είναι σε θέση να αντιληφθούν την 
πολλαπλασιαστική σχέση των όρων των κλασμάτων (όπως αυτή προκύπτει με κλάσμα 
αναφοράς το αρχικό ανάγωγο κλάσμα της ισοδυναμίας) σε μια σειρά ισοδυναμίας 
κλασμάτων μέσω της αλγεβρικής τους μορφής αλλά και με την εύρεση και σκίαση αυτών 
των ισοδύναμων κλασμάτων (με διαφορετικό μάλιστα τρόπο) σε αντίστοιχους γεωπίνακες.
Οι απαντήσεις των παιδιών των δύο ομάδων κατηγοριοποιήθηκαν ως εξής:
Πίνακας 3.4: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων των παιδιών στο Ερώτημα - Πρόβλημα 8 
του Pre - Test
Κατηγορία Απαντήσεων Ομάδα Ελέγχου (Ν=13) Ομάδα Παρέμβασης (Ν=18)
1. Σωστή αναπαράσταση και 
σωστή ισοδυναμία
1 3
2. Μερικά σωστή αναπαράσταση και 
σωστή ισοδυναμία
2 4
3. Μερικά σωστή αναπαράσταση και 
μερικά σωστή ισοδυναμία
3 1
4. Λάθος αναπαράσταση και σωστή ισοδυναμία 2 -
5. Λάθος αναπαράσταση και μερικά σωστή ισοδυναμία 1 1
6. Λάθος αναπαράσταση και λάθος ισοδυναμία 1 1
‘ 7. Καμία αναπαράσταση και σωστή ισοδυναμία 1 ... 6
8. Λάθος αναπαράσταση και καμία ισοδυναμία I -
9. Καμία αναπαράσταση και λάθος ισοδυναμία - 2
10. Καμία απάντηση 1 -
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Ερμηνευτικά σε σχέση με τον Πίνακα 3.4 θα λέγαμε ότι οι Κατηγορίες Απαντήσεων με 
τον χαρακτηρισμό «Μερικά σωστή αναπαράσταση» σημαίνει στην πράξη ότι τα παιδιά ενώ 
από τη μία ήταν σε θέση να αναπαραστήσουν σχηματικά στο αναπαραστατικό μοντέλο 
επιφάνειας (γεωπίνακας) το κλάσμα 2/3, που δίνονταν στο Ερώτημα 8, από την άλλη είτε 
αναπαριστούσαν λάθος είτε δεν αναπαριστούσαν καθόλου το ένα ισοδύναμο του 2/3 κλάσμα, 
δηλ. το 6/9. Στο σημείο αυτό να αναφέρουμε την επισήμανση ερευνητών στην παγιωμένη 
διδακτική πρακτική, που στη βιβλιογραφία αποκαλείται αλγοριθμικό μοίρασμα στη μέση 
(algorithmic halving), αφορά το μοίρασμα συνεχών ποσοτήτων σε δύο ίσα μέρη και οδηγεί 
τα παιδιά στην ανάπτυξη ανάλογης ισχυρής στρατηγικής που τα δυσκολεύει όταν χρειαστεί 
να εργαστούν με το χωρισμό Όλου σε περιττό αριθμό ίσων μερών (Pitkethly and Hunting 
1996).
Τα παιδιά της κατηγορίας «Μερικά σωστή ισοδυναμία» ή δεν συμπληρώνουν το 
κλάσμα 6/9 στη σειρά ισοδύναμων κλασμάτων που καλούνται να συμπληρώσουν ή το 
καταγράφουν λάθος. Και στις δύο περιπτώσεις φαίνεται να εμφανίζουν δυσκολίες στην 
κατανόηση της πολλαπλασιαστικής σχέσης των όρων των κλασμάτων (όπως αυτή προκύπτει 
με κλάσμα αναφοράς το αρχικό ανάγωγο κλάσμα της ισοδυναμίας) σε μια σειρά ισοδυναμίας 
κλασμάτων.
Από τον Πίνακα 3.4 προκύπτει ότι 7 από τα 13 παιδιά της Ο.Ε. και 5 από τα 18 της Ο.Π. 
συναντούν δυσκολία στην αριθμητική έκφραση της ισοδυναμίας (Κατηγορίες Απαντήσεων 
3, 5, 6, 8, 9, 10). Ακόμη 12 από τα 13 παιδιά της Ο.Ε. και 15 από τα 18 της Ο.Π. έχουν σε 
κάποιο βαθμό δυσκολία στην σχηματική αναπαράσταση σε γεωπίνακα μιας κλασματικής 
ισοδυναμίας (Κατηγορίες Απαντήσεων 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10).
Στο Ερώτημα — Πρόβλημα 10 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β' σελ. 197) του Pre — Test ζητείται από 
τα παιδιά να καταγράψουν τα κλάσματα που αναπαριστούν τη σχέση «Μέρους - Όλου» στις 
σκιασμένες χάρτινες λωρίδες που τους δίνονται σχεδιασμένες, να εντοπίσουν την ισοδυναμία 
αυτών των κλασμάτων καθώς και την πολλαπλασιαστική σχέση αριθμητών και 
παρονομαστών των κλασμάτων αυτών με βάση το ανάγωγο κλάσμα αναφοράς, για το οποίο 
ελέγχεται επίσης ο βαθμός κατανόησης του από τα παιδιά.
Σχεδόν όλα τα παιδιά και των δύο ομάδων (11 από τα 13 της Ο.Ε. και 14 από τα 18 της 
Ο.Π.) γράφουν σωστά δίπλα σε κάθε μία από τις ράβδους τα κλάσματα που αναπαριστούν τη 
σχέση σκιασμένου μέρους - Όλου. Δυσκολίες φαίνεται να εμφανίζουν στη λεκτική ερμηνεία
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και συγκεκριμένα στις απαντήσεις που δίνουν στις ερωτήσεις που ακολουθούν τις 
σκιασμένες ράβδους.
Στην πρώτη ερώτηση «Χρωμάτισαν όλοι το ίδιο μήκος της λωρίδας χαρτιού;», όπου 
εκκινούμε τη διαδικασία ανίχνευσης της έννοιας της ισοδυναμίας από τα παιδιά, οι 
απαντήσεις τους χωρίζονται σε τέσσερις κατηγορίες όπως φαίνεται καλύτερα στον πίνακα 
που ακολουθεί:
Πίνακας 3.5: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων στην 1η Ερώτηση στο Ερώτημα - Πρόβλημα 
10 του Pre - Test
Κατηγορία Απαντήσεων Ομάδα Ελέγχου (Ν=13) Ομάδα Παρέμβασης (Ν=18)
1. Απαντούν σωστά επεξηγώντας 8 9
2. Απαντούν σωστά αλλά χωρίς σαφή 
επεξήγηση
1 4
3. Απαντούν σωστά χωρίς καθόλου επεξήγηση 2 1
4. Απαντούν λάθος 2 4
Παρατηρούμε ότι και στις δύο ομάδες τα μισά και παραπάνω παιδιά απαντούν σωστά 
επεξηγώντας την απάντησή τους, ενώ 3 παιδιά της Ο.Ε. και 5 της Ο.Π. δεν παρέχουν 
επεξήγηση ή όταν αυτό συμβαίνει, αυτή δεν είναι σαφής και 2 παιδιά της Ο.Ε. και 4 της Ο.Π. 
απαντούν λάθος.
Χαρακτηριστικές απαντήσεις των παιδιών που δίνουν σωστές επεξηγήσεις (Κατηγορία 
Απαντήσεων 1) είναι οι ακόλουθες: «Γιατί όλοι χρωμάτισαν το ίδιο μέρος από τις χάρτινες 
λωρίδες», «Οι λωρίδες είναι ίσες αλλά κάθε παιδί χώρισε τη λωρίδα σε περισσότερα 
κομμάτια», «Γιατί ο καθένας χρωμάτισε το ίδιο μέρος του χαρτιού χωρίζοντας το σε 
διαφορετικού μεγέθους κομμάτια», «Γιατί αν βάλουμε το ένα κάτω από τα άλλα θα 
διαπιστώσουμε ότι έχουν χρωματίσει το ίδιο μήκος», «Γιατί αν κάνουμε απλοποίηση θα 
βρούμε τον ίδιο αριθμό», «Γιατί όλα είναι ισοδύναμα»
Στην Κατηγορία Απαντήσεων 2 (όχι σαφείς επεξηγήσεις) χαρακτηριστικά είναι τα 
παραδείγματα που ακολουθούν:
α) «Αν τα μετρήσουμε όλα είναι 10 εκατοστά». Στην απάντηση αυτή θα μπορούσαμε να 
. μιλήσουμε για έλλειψη ουσιαστικής επεξήγησης καθώς παρατηρούμε ότι το παιδί απλώς 
.· μετρά το συνολικό μήκος της χάρτινης λωρίδας, 
β) «Γιατί όλοι οι παρονομαστές διαιρούνται μεταξύ τους». Το παιδί στην απάντηση αυτή 
φαίνεται να διακρίνει σε ένα βαθμό αλλά όχι ολοκληρωμένα την πολλαπλασιαστική σχέση 
των όρων στα ισοδύναμα κλάσματα.
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Στην Κατηγορία Απαντήσεων 4 (λάθος επεξηγήσεις) χαρακτηριστικά είναι τα 
παραδείγματα που ακολουθούν: «ζΙεν χρωμάτισαν όλοι το ίδιο μήκος της λωρίδας χαρτιού 
γιατί είναι διαφορετικά τα κλάσματα», «ζΐεν χρωμάτισαν όλχη το ίδιο μήκος της λωρίδας 
χαρτιού γιατί όλα βγαίνουν περίπου το ίδιο αποτέλεσμα αλλΛ είναι τνερισσότερα κομματάκια», 
«Δεν χρωμάτισαν όλοι το ίδιο μήκος της λωρίδας χαρτιού γιατί όσο μικραίνει το κλάσμα 
μεγαλώνει το μήκος που είναι χωρισμένο το χαρτί»
Στην 3η ερώτηση: «Θα μπορούσε κάποιος να χωρίσει και να χρωματίσει αυτή τη λωρίδα 
χαρτιού έτσι ώστε το κλάσμα που θα έδειχνε το χρωματισμένο μέρος να είχε μικρότερο 
αριθμητή και παρονομαστή από το κλάσμα της Τασίας; ΝΑΙ □ ΟΧΙ □ Γιατί;» καλούνται τα 
παιδιά να απαντήσουν στο ερώτημα αν υπάρχει κλάσμα ισοδύναμο του 3/4 με μικρότερους 
όρους. Έχει βέβαια επισημανθεί στα παιδιά ότι το συνολικό μήκος της λωρίδας καθώς και 
του χρωματισμένου μέρους της δεν πρέπει να αλλάξει. Έτσι η ορθή απάντηση στην ερώτηση 
3 θα πρέπει να είναι «όχυ>, αφού το κλάσμα 3/4 είναι ανάγωγο. Μέσα από αυτή τη 
διαδικασία ελέγχονται για άλλη μία φορά με διαφορετικό τρόπο οι αντιλήψεις των παιδιών 
για τα ισοδύναμα κλάσματα.
Στον πίνακα που ακολουθεί με την κατηγοριοποίηση των απαντήσεων των παιδιών 
παρατηρούμε ότι η πλειοψηφία τους και στις δύο ομάδες ακόμη και όταν απαντά αρχικά 
σωστά, δίνει μια επεξήγηση ασαφή ή λάθος ή δεν επεξηγεί καθόλου.
Πίνακας 3.6: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων στην 3η Ερώτηση στο Ερώτημα 
ΠρόβλημαΙΟ του Pre - Test
Κατηγορία Απαντήσεων Ομάδα Ελέγχου (Ν=13) Ομάδα Παρέμβασης (Ν=18)
1. Σωστή απάντηση και σωστή επεξήγηση - 5
2. Σωστή απάντηση και ασαφής επεξήγηση 2 3
3. Σωστή απάντηση και καμία επεξήγηση 2 1
4. Σωστή απάντηση και λάθος επεξήγηση 1 -
5. Λάθος απάντηση και επεξήγηση 4 3
Λάθος απάντηση και καμία επεξήγηση 2 4
Καμία απάντηση κοα επεξήγηση 2 2
Τα παιδιά της Κατηγορίας Απαντήσεων 1 του παραπάνω πίνακα απαντούν ότι δεν 
μπορεί να υπάρξει κλάσμα άλλο εκτός του 3/4 με μικρότερο αριθμητή και παρονομαστή 
γιατί «Το κλάσμα 3/4 της Τασίας δεν απλοποιείται άλλο», «Το κλάσμα 3/4 είναι ανάγωγο».Τα 
παιδιά της Κατηγορίας Απαντήσεων 2 απαντούν ότι δεν μπορεί να υπάρξει κλάσμα άλλο
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εκτός του 3/4με μικρότερο αριθμητή και παρονομαστή γιατί «Η Τασία έχει τα μεγαλύτερα 
κομμάτια».
Τα παιδιά της Κατηγορίας Απαντήσεων 4 απαντούν ότι δεν μπορεί να υπάρξει κλάσμα άλλο 
εκτός του 3/4 με μικρότερο αριθμητή και παρονομαστή γιατί «Τα κλάσματα είναι ισοδύναμα» 
Τα παιδιά της Κατηγορίας Απαντήσεων 5 απαντούν ότι μπορεί να υπάρξει κλάσμα άλλο 
εκτός του 3/4 με μικρότερο αριθμητή και παρονομαστή γιατί «Μπορούμε τη λωρίδα να την 
κόψουμε και να την χρωματίσουμε όπως θέλουμε», <Μπορούσε το 3/4 να γίνει 1/2 δηλαδή να 
χωρίσει τη λωρίδα σε δύο ίσα μέρη και να πάρει 1». Στην δεύτερη ειδικά απάντηση φαίνεται 
το παιδί να θεωρεί ότι αφού στο κλάσμα 3/4 ο παρονομαστής είναι κατά ένα μεγαλύτερος 
από τον αριθμητή με την ίδια λογική μπορούμε να οδηγηθούμε στο κλάσμα 1/2 όπου και 
πάλι συμβαίνει το ίδιο.
3.2.5 Καταχρηστικά κλάσματα, μεικτοί αριθμοί
Στην ενότητα αυτή θα επιχειρήσουμε να ανιχνεύσουμε τις αντιλήψεις των παιδιών για 
έννοιες όπως τα γνήσια και κυρίως τα καταχρηστικά κλάσματα και οι μεικτοί αριθμοί 
Ειδικότερα θα επιχειρήσουμε να διερευνήσουμε το επίπεδο κατανόησης από τα παιδιά των 
αριθμών αυτών, πόσο δηλαδή είναι σε θέση να τους αντιληφθούν όχι μόνο ως αυτόνομες 
αριθμητικές οντότητες οι οποίες αποκτούν υπόσταση απλά μέσα από υπολογιστικές 
διαδικασίες, αλλά και κατά πόσο τους αντιλαμβάνονται ως αριθμητική έκφραση μιας 
αναπαράστασης σχημάτων που θα μπορούσαν π.χ. να αποτελούν το αποτέλεσμα της 
εξεικόντσης των δεδομένων ενός προβλήματος. Θεωρούμε ακόμη ότι η διερεύνηση αυτή 
συμβάλλει σημαντικά και στην μελέτη των αντιλήψεων των παιδιών για τις πράξεις στα 
κλάσματα που αποτελεί κεντρικό αντικείμενο της εργασίας μας.
Τα Ερωτήματα - Προβλήματα 5 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β' σελ. 192 ) και 6 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β' 
σελ. 193) του Pre-test χρησιμοποιήθηκαν για την διερεύνηση των αντιλήψεων των παιδιών 
για τα γνήσια και κυρίως τα καταχρηστικά κλάσματα και τους μεικτούς αριθμούς.
Ειδικότερα στο Ερώτημα - Πρόβλημα 5 δίνονται στα παιδιά τέσσερις σειρές 
ορθογώνιων και τρεις σειρές κυκλικών αναπαραστατικών σχημάτων που αναπαριστούν είτε 
γνήσια κλάσματα είτε καταχρηστικά και μεικτούς. Ο τρόπος χωρισμού και σκίασης των 
αναπαραστατικών σχημάτων είναι σε κάποια απολύτως σαφής, ενώ σε άλλα χρειάζεται το 
παιδί να ενεργήσει επάνω στο σχήμα ή τα σχήματα διακρίνοντας οπτικά ή χωρίζοντας το /τα
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με το μολύβι στα ίσα μέρη που υπονοούνται αλλά δεν είναι χωρισμένα ώστε να μπορέσει να 
εκφράσει αριθμητικά με κλάσμα ή μεικτό την σχηματική αναπαράσταση.
Στον Πίνακα 3.7 που ακολουθεί εμφανίζεται η συχνότητα των κατηγοριοποιημένων
απαντήσεων των παιδιών των δύο ομάδων στο Ερώτημα - Πρόβλημα 5 του Pre - Test.
Πίνακας 3.7 κατηγοριοποιημένων απαντήσεων στο Ερώτημα -Πρόβλημα 5 του Pre-Test
Κατηγορία Απαντήσεων Ομάδα Ελέγχου (Ν=13) Ομάδα Παρέμβασης(Ν=18)





και το το αντιλαμβάνεται μη ορθά ως 1/3
2. Γράφει σωστά τους μεικτούς και τα καταχρηστικά 
κλάσματα
5 7
3. Υπολογίζει τα Ολόκληρα όχι ανεξάρτητα στη 
δημιουργία μεικτού, αλλά ως μέρη ενός Όλου
το υπολογίζει ως 5/9 και όχι ως 3 2/6 ή 20/6
3
4. Γράφει λάθος τα καταχρηστικά (εκτός περίπτωσης 3) 2 3
5. Γράφει λάθος τους μεικτούς (εκτός περίπτωσης 3) 1 2
6. Δεν γράφει τα καταχρηστικά κλάσματα 1 2
7. Δεν γράφει τους μεικτούς αριθμούς 1 -
Όπως μπορούμε να διαπιστώσουμε από τον παραπάνω πίνακα, έξι παιδιά από τα 13 της Ο.Ε. 
και έξι παιδιά από τα 18 της Ο.Π. φαίνεται να δυσκολεύονται να βρουν το κλάσμα που 
αντιστοιχεί σε συγκεκριμένη σχηματική αναπαράσταση με ορθογώνιο ή με κύκλο 
(Κατηγορία Απάντησης 1), όταν αυτή δεν είναι με απόλυτη σαφήνεια χωρισμένη σε ίσα 
μέρη. Τα παιδιά ήδη από την Γ' τάξη του Δημοτικού Σχολείου διδάσκονται ότι όταν 
αναφερόμαστε σε κλάσματα εννοούμε χωρισμό ενός Όλου σε ίσα μεταξύ τους μέρη. Βέβαια 
οι αναπαραστάσεις που κυρίως χρησιμοποιούνται στο πλαίσιο της παραδοσιακής 
διδασκαλίας για το σκοπό αυτό αφορούν κυρίως σχήματα όπου τα μέρη που αναπαριστούν 
τους όρους του κλάσματος είναι ευδιάκριτα χωρισμένα μεταξύ τους και από τα παιδιά 
ζητείται κυρίως η αριθμητική έκφραση των κλασμάτων και όχι η αναπαράσταση κλασμάτων 
με χρήση αναπαραστατικών μοντέλων, δηλαδή η οπτικοποίησή τους. Όμως, όπως ερευνητές 
αναφέρουν, τα ήδη ευδιάκριτα χωρισμένα σε ίσα μέρη αναπαραστατικά γεωμετρικά σχήματα 
δεν βοηθούν την ανάπτυξη στα παιδιά δεξιοτήτων αιτιολόγησης για τις κλασματικές έννοιες 
(Camii and Clark στο Newstead and Olivier 1999).
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Όσον αφορά την αντίληψη των παιδιών των δύο ομάδων για τα καταχρηστικά 
κλάσματα, παρατηρούμε ότι 5 παιδιά της Ο.Ε. και 3 παιδιά της Ο.Π. τα γράφουν λάθος 
(Κατηγορίες Απαντήσεων 3, 4). Μάλιστα 3 παιδιά της Ο.Ε. φαίνεται να συγχέουν την έννοια 
του Όλου και του μέρους (Κατηγορία απάντησης 4). Ακόμη 1 παιδί της Ο.Ε. και 2 παιδιά της 
Ο.Π. φαίνεται να αδυνατούν να αντιστοιχίσουν με καταχρηστικά κλάσματα κάποιες από τις 
σχηματικές αναπαραστάσεις του Ερωτήματος - Προβλήματος 5. Όσον αφορά τους μεικτούς 
αριθμούς παρατηρούμε ότι τους γράφουν λάθος (εκτός της Κατηγορίας Απάντησης 3) 1 παιδί 
της Ο.Ε. και 2 παιδιά της Ο.Π. Τα παιδιά αυτά φαίνεται να αδυνατούν να αντιστοιχίσουν με 
μεικτούς αριθμούς κάποιες από τις σχηματικές αναπαραστάσεις του Ερωτήματος 5.
Με το Ερώτημα - Πρόβλημα 6 του Pre - Test επιδιώκουμε να διερευνήσουμε τη 
δυνατότητα των παιδιών να αναπαριστούν με σχήματα (στην περίπτωσή μας κυκλικά) ένα 
καταχρηστικό κλάσμα που τους δίνεται. Στην παραδοσιακή διδακτική προσέγγιση τα παιδιά 
διδάσκονται κυρίως τον αλγόριθμο μετατροπής των καταχρηστικών κλασμάτων σε μεικτούς 
κα το αντίστροφο. Το ερώτημα που τίθεται βέβαια είναι κατά πόσο αυτό αρκεί για να 
οικοδομήσουν τα παιδιά την έννοια των καταχρηστικών κλασμάτων. Θεωρούμε ότι τα 
δεδομένα του πίνακα που ακολουθεί δίνουν απάντηση στο παραπάνω ερώτημα.
Πίνακας 3.8 κατηγοριοποιημένων απαντήσεων στο Ερώτημα -Πρόβλημα 6 του Pre - Test




1)Ορθή αναπαράσταση του καταχρηστικού κλάσματος 11/4 3 —
2) Μη ορθές (αναπαραστάσεις του 11/4:
2α)Σχεδιάζει 11 κύκλους και σκιάζει τους 4 από αυτούς 2 —
2β) Σχεδιάζει 11 κύκλους, σκιάζει ολόκληρους τους 10, τον 11° 
κύκλο τον χωρίζει και τον σκιάζει ως εάν να αναπαριστούσε το Ά
1
2γ) Χωρίζει έναν κύκλο σε 4 ίσα κομμάτια και δεν σκιάζει κανένα 
από αυτά
2 —
2δ) Χωρίζει έναν κύκλο σε 11 ίσα κομμάτια και σκιάζει τα 4 από 
αυτά εάν να αναπαριστούσε το 4/11
2 9
2ε) Χωρίζει έναν κύκλο σε 4 ίσα μέρη και το ένα από αυτά σε 11 
χωρίς να σκιάζει
1 —
2στ) Σχεδιάζει 11 κύκλους που διαδοχικά γίνονται μικρότεροι και 
γράφει διαδοχικά επίσης 11/4, 10/4, ...1/4
— 2
2ζ) Σχεδιάζει και σκιάζει 6 κύκλους — 2
2η) Σχεδιάζει 3 κύκλους και χωρίζει τον τρίτο σε 4 ίσα κομμάτια 
από τα οποία σκιάζει το ένα
— 2
3) Δεν απαντά 2 3
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Όταν τα παιδιά καλούνται να σχεδιάσουν και να χρωματίσουν με το μολύβι τους τα 
11/4 απαντούν: α) ορθά τρία παιδιά μόνο της Ο.Ε. και κανένα από την Ο.Π., σχεδιάζοντας 
δύο ολόκληρους κύκλους τους οποίους σκιάζουν ολόκληρους και έναν ακόμη τον οποίο 
χωρίζουν σε 4 ίσα μέρη και σκιάζουν τα 3 από αυτά εμφανίζοντας έτσι με αναπαραστάσεις 
το καταχρηστικό κλάσμα αλλά και τον ισοδύναμό του μεικτό αριθμό.
Αντιπροσωπευτικό της Κατηγορίας απαντήσεων 1 είναι το παράδειγμα που ακολουθεί:
II
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Σχήμα 3.37 : Κατηγορία απάντησης 1 - Απάντηση παιδιού της Ομάδας Ελάγχοο στο Ερώτημα - Πρόβλημα 6 του 
Pre - Γ<?5/
β) όλα τα άλλα παιδιά δηλ. 10 από τη Ο.Ε. και 18 από την Ο.Π. σχεδιάζουν μη ορθές 
αναπαραστάσεις του καταχρηστικού κλάσματος 11/4 όπως άλλωστε με λεπτομέρεια 
καταγράφεται στον πίνακα που προηγήθηκε, γ) δύο παιδιά της Ο.Ε. και τρία της Ο.Π. δεν 
απαντούν στο ερώτημα 6.
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Κεφάλαιο 4° : Οι διδασκαλίες
4.1 Διδασκαλία στην Ομάδα Παρέμβασης
4.1.1 1η Ενότητα διδακτική παρέμβασης
Κύριος στόχος ήταν η γνωριμία των παιδιών με χειραπτικά υλικά εμβαδού ή περιοχής όπως 
οι κλασματικοί κύκλοι (Fraction circles) και οι γεωπίνακες (Geoboards), μήκους ή μέτρησης 
όπως οι ράβδοι Cuisenaire και οι κλασματικές λωρίδες (Fraction strips), και συνόλων με 
διακριτά αντικείμενα όπως τα πούλια. Ειδικότερα τα παιδιά είχαν την ευκαιρία να τα 
περιεργαστούν, να αποκτήσουν μια πρώτη εικόνα για τη χρήση τους και την αναπαραστατική 
τους αξία σε σχέση με τα κλάσματα, να τα διακρίνουν μεταξύ τους, να εισέλθουν σε 
δημιουργική διαδικασία χειρισμού τους οππικοποιώντας μέσω αυτών τη σκέψη τους, 
απολαμβάνοντας παράλληλα την παιγνιώδη ατμόσφαιρα στη δημιουργία της οποίας τα 
χειραπτικά υλικά είναι σε θέση να συμβάλλουν.
Τα παιδιά έλαβαν μέρος σε ομαδικές δραστηριότητες όπου εργάστηκαν α) με τα κουτιά 
των κλασματικών κύκλων χρησιμοποιώντας ίδια κομμάτια κύκλου κάθε φορά για να 
καλύψουν ολόκληρο τον κύκλο και αναζητώντας την κλασματική μονάδα που εκφράζει κάθε 
ένα κομμάτι από αυτά, β) με γεωπίνακες τους οποίους χώρισαν, χρησιμοποιώντας 
λαστιχάκια, αρχικά σε δύο και κατόπιν σε τέσσερα και οκτώ ίσα μέρη αναζητώντας τα 
κλάσματα που προ έκυπταν κάθε φορά και κάνοντας το ίδιο κατόπιν μοιράζοντάς τους σε 
τρία και πέντε ίσα μέρη, γ) με ράβδους Cuisenaire τις οποίες τοποθέτησαν (μία από κάθε 
χρώμα) τη μια κάτω από την άλλη κατά σειρά μεγέθους (από τη μικρότερη στη μεγαλύτερη ή 
αντίστροφα), μελέτησαν τη σχέση ανάμεσα στην μικρότερη ράβδο (την άσπρη) και σε κάθε 
μια από τις άλλες, κατασκεύασαν τρενάκια ενός χρώματος ανά σειρά και μελέτησαν τα 
κλάσματα που προκύπτουν αναζητώντας παράλληλα ισοδυναμίες και κάνοντας συγκρίσεις 
κλασμάτων όπως και στις κλασματικές λωρίδες τις οποίες επίσης επεξεργάστηκαν, ε) με 
πούλια μοιράζοντας τα δίκαια σε ομάδες αναζητώντας παράλληλα την κλασματική έκφρασή 
τους.
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4.1.2 2η Ενότητα διδακτικής παρέμβασης (2405051
Στο εισαγωγικό μέρος της ενότητας αυτής εξηγήσαμε στα παιδιά ότι σ’ αυτή αλλά και στις 
ενότητες που θα ακολουθήσουν, θα έχουν τη δυνατότητα να χρησιμοποιήσουν χειραπτικά 
υλικά τα οποία θα μπορούσαν να τους βοηθήσουν στην επεξεργασία των προβλημάτων που 
περιείχαν τα φύλλα εργασίας τους. Ακόμη ότι θα μπορούν να εργαστούν και ατομικά αλλά 
και συνεργαζόμενα με τα άλλα μέλη της ομάδας τους και ακόμη με παιδιά των άλλων 
ομάδων προσπαθώντας να δώσουν στα προβλήματα απαντήσεις οι οποίες.ισότιμα (δηλαδή 
χωρίς αυτόματη αποδοχή ή απόρριψη) θα μπορούσαν να τεθούν για συζήτηση στην τάξη.
Ακολούθησε μια δοκιμή με το χειραπτικό υλικό «κλασματικές λωρίδες». Καλέσαμε τα 
παιδιά να σκεφτούν πώς μια ράβδος που αναπαριστά το ολόκληρο θα μπορούσε να μοιραστεί 
δίκαια στη μέση με διαφορετικούς τρόπους. (Ο.Π. — Καταγραφή Βίντεο (240505): 00:03:31 - 
00:04:40) Στη συνέχεια δώσαμε στα παιδιά το Φύλλο Εργασίας 1 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ' σελ. 
220) το οποίο περιείχε ένα πρόβλημα σύγκρισης κλασμάτων. Τα κλάσματα του προβλήματος 
ήταν τα περισσότερα ετερώνυμα και διαφορετικών ειδών: γνήσια, καταχρηστικά και μεικτοί 
αριθμοί.
Τα παιδιά επιχείρησαν να επεξεργαστούν ατομικά το πρόβλημα με τη χρήση 
κλασματικών λωρίδων αλλά εμφάνισαν κάποια σημάδια έλλειψης εξοικείωσης με το υλικό. 
Ο διδάσκων υπενθύμισε στα παιδιά ότι μπορούν να σχεδιάσουν σχήματα στο φύλλο 
εργασίας τους που να αναπαριστούν τα κλάσματα, είτε αφού έχουν χρησιμοποιήσει το 
χειραπτικό υλικό, είτε και πριν από αυτό. (Ο.Π. - Καταγραφή Βίντεο (240505): 00:08:40 - 
00:14:23) Τα παιδιά στη συνέχεια συνεργάστηκαν στα πλαίσια της ομάδας τους αλλά και με 
μέλη άλλων ομάδων. (Ο.Π. - Καταγραφή Βίντεο (240505): 00:14:23 — 00:18:45)
Ένα παιδί, το οπαίο κλήθηκε να παρουσιάσει για συζήτηση στην τάξη τη λύση του, 
επέλεξε ως μοντέλο αναπαράστασης των κλασμάτων τον κύκλο. Ο διδάσκων με τη βοήθεια 
του διαφανοσκόπιου και των κλασματικών κύκλων συζήτησε με τα παιδιά τη διαδικασία 
χωρισμού ενός κέικ (κλασματικού κύκλου) σε ίσα κομμάτια. Αναδείχθηκε η ανάγκη για την 
επιλογή διαφορετικών κάθε φορά χειραππικών υλικών που να ταιριάζουν καλύτερα στη 
διαδικασία που επιλέγουμε για την επίλυση του προβλήματος. Στην συγκεκριμένη 
περίπτωση συζητήθηκε το πλεονέκτημα των κλασματικών λωρίδων σε σύγκριση με τους 
κλασματικούς κύκλους αφού όταν π.χ. τοποθετηθούν παράλληλα τα σύνολα κλασματικών 
λωρίδων που αναπαριστούν κάθε φορά ένα κλάσμα μπορεί να γίνει οπτικά εμφανέστερη η
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διαφορά μεταξύ τους άρα και η σύγκριση των κλασμάτων που αναπαριστούν. (Ο.Π. - 
Καταγραφή Βίντεο (240505): 00:20:40 - 00:32:30)
Ακολούθησε συζήτηση για την σχηματική αναπαράσταση του καταχρηστικού 
κλάσματος 17/6. Μία προσέγγιση ήταν η διαδικασία της διαδοχικής αφαίρεσης 17/6 - 6/6 - 
6/6 -5/6 όπου εμφανίζονται 3 κύκλοι εκ των οποίων οι 2 χωρισμένοι σε 6 ίσα και σκιασμένα 
κομμάτια και ο τρίτος χωρισμένος επίσης σε έξι ίσα κομμάτια εκ των οποίων τα 5 
σκιασμένα. Ξαναπαρουσιάστηκε το ίδιο πρόβλημα αυτή τη φορά με-τη βοήθεια των 
κλασματικών λωρίδων. Αναλύθηκαν από το διδάσκοντα οι διαφορετικοί τρόποι χωρισμού 
των κλασματικών λωρίδων σε ίσα μέρη (κάθετα, οριζόντια). Μια μαθήτρια ερμηνεύοντας το 
κλάσμα 17/6 ανάφερε ότι θα έπρεπε το κέικ να μοιραστεί σε 17 μέρη και να πάρουμε τα 6 
από αυτά. Ένας μαθητής την διόρθωσε λέγοντας ότι ο παρονομαστής δηλαδή το 6 μας λέει 
σε πόσα ίσα κομμάτια θα χωρίσουμε το κέικ. Ο ίδιος ήρθε στον πίνακα για να εξηγήσει τι 
σημαίνει το κλάσμα 17/6. Ανέφερε ότι 6/6 είναι ένα ολόκληρο κέικ. Κατασκεύασε ένα 
δεύτερο κέικ και κατόπιν είπε ότι 6/6 + 6/6 = 12/12. Μετά από συζήτηση ανάμεσα στο παιδί 
και το διδάσκοντα προέκυψε ότι το 12/12 δηλώνει ένα ολόκληρο και όχι δύο κέικ. Στην 
περίπτωση του κλάσματος 5/10 το Όλο χωρίστηκε από το διδάσκοντα οριζόντια και τα 5 
κομμάτια που σκιάστηκαν δεν ήταν συνεχόμενα (για να φανεί ότι υπάρχουν και διαφορετικοί 
τρόποι χωρισμού και σκίασης των κλασμάτων. (Ο.Π. - Καταγραφή Βίντεο (240505): 
00:33:30- 01:02:30)
Στον πίνακα που ακολουθεί (Πίνακας 4.1) εμφανίζεται η συχνότητα των 
κατηγοριοποιημένων απαντήσεων των παιδιών στο Φύλλο Εργασίας 1.
Πίνακας 4.1: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων της Ο.Π. στο Φύλλο Εργασίας 1
Κατηγορία Απαντήσεων (Κ.Α.) Ομάδα Παρέμβασης
(Ν=18)
1. Ορθές σχηματικές αναπαραστάσεις - Ορθές συγκρίσεις 6
2. Ορθές σχηματικές αναπαραστάσεις - Όχι συγκρίσεις 3
3. Όχι ολοκληρωμένες σχηματικές αναπαραστάσεις ή Αναπαραστάσεις με λάθη - Όχι 
ολοκληρωμένες συγκρίσεις ή συγκρίσεις με λάθη
1
4. Όχι ολοκληρωμένες σχηματικές αναπαραστάσεις ή Αναπαραστάσεις με λάθη - Όχι 
συγκρίσεις
2
5. Όχι σχηματικές αναπαραστάσεις - Ορθές συγκρίσεις 2
6. Όχι σχηματικές αναπαραστάσεις - Όχι ολοκληρωμένες σν'/κρίσεις 3
Απόντες 1
Με την φράση «Ορθές σχηματικές αναπαραστάσεις» του Πίνακα 4.1 εννοούμε ότι τα 
παιδιά αναπαριστούν το κάθε ένα από τα προς σύγκριση κλάσματα χωρίζοντας και
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σκιάζοντας σωστά τα σχήματα που έχουν επιλέξει ως αναπαραστατικά μοντέλα (κύκλους ή 
λωρίδες). Με τη φράση «Όχι ολοκληρωμένες σχηματικές αναπαραστάσεις ή 
Αναπαραστάσεις με λάθη» εννοούμε ότι τα παιδιά είτε δεν ολοκλήρωσαν μια 
αναπαράσταση με σχήματα ενός ή περισσοτέρων από τα προς σύγκριση κλάσματα του 
προβλήματος, είτε η αναπαράσταση ενός ή περισσοτέρων από τα προς σύγκριση κλάσματα 
δεν ήταν σωστή. Η φράση «Ορθές συγκρίσεις» σημαίνει ότι τα παιδιά κατέταξαν σωστά όλα 
τα προς σύγκριση κλάσματα σε μια σειρά από το μεγαλύτερο προςτο μικρότερο ή 
αντίστροφα. Η φράση «'Οχι ολοκληρωμένες συγκρίσεις ή συγκρίσεις με λάθη» σημαίνει ότι 
τα παιδιά είτε δεν εμφανίζουν κάποιο ή κάποια από τα κλάσματα στην παράσταση σύγκρισης 
είτε κάποιο ή κάποια από τα κλάσματα δεν συγκρίνεται σωστά με τα υπόλοιπα.
Σχήμα ΑΛιΦύλλο Εργασίαςί - Καττρ/ορία απάντησης 1
Στην πρώτη περίπτωση, όπως φαίνεται και στο Σχήμα 4.1, το παιδί επέλεξε ως μοντέλο 
αναπαράστασης των κλασμάτων τον κλασματικό κύκλο. Χωρίς να έχει μετατρέψει τα 
κλάσματα σε ομώνυμα (βρίσκοντας π.χ. ισοδύναμά τους) τα τοποθέτησε σωστά από το 
μεγαλύτερο προς το μικρότερο. Η καλή ποιότητα χωρισμού και σκίασης των κλασματικών 
κύκλων βοήθησε στην κατεύθυνση αυτή.
Στη δεύτερη περίπτωση (βλ. Σχήμα 4.2) παρατηρούμε ότι το παιδί χρησιμοποιεί το 
κυκλικό και το ορθογώνιο αναπαραστατικά μοντέλο, με σαφή υπεροχή του δευτέρου αφού 
τελικά για κάποια κλάσματα που έχουν αναπαρασταθεί με το κυκλικό μοντέλο υπάρχει και 
αναπαράσταση με το ορθογώνιο μοντέλο.
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Σχήμα 4.2: Φύλλο Εργασίαςί - Καπρ/ορία απάντησης 1
Στην Κατηγορία Απαντήσεων 2 τα παιδιά σχεδιάζουν ορθές σχηματικές αναπαραστάσεις των 
κλασμάτων του προβλήματος χρησιμοποιώντας κύκλους και γράφοντας δίπλα σε κάθε 
αναπαράσταση το αντίστοιχο κλάσμα αλλά δεν προχωρούν σε συγκρίσεις των κλασμάτων 
μεταξύ τους. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι αυτό συμβαίνει, όπως έχουμε αναφέρει και σε 
προηγούμενο σημείο του κεφαλαίου, επειδή στην περίπτωση της σύγκρισης κλασμάτων οι 
κλασματικοί κύκλος σε αντίθεση με τις κλασματικές λωρίδες, δεν καθιστούν οπτικά εμφανή 
την διαφορά μεταξύ των κλασμάτων.
Στην Κατηγορία Απαντήσεων 3 παρατηρούμε στο Φύλλο Εργασίας του παιδιού (βλ. 
Σχήμα 4.3) που ακόλουθες ότι το κυκλικό μοντέλο αναπαράστασης που έχει επιλέξει και στο 
θ7ΐοίο ο χωρισμός και η σκίαση έχει προβλήματα, δεν φαίνεται να το βοηθά στην ορθή 
ταξινόμηση των κλασμάτων. Και στην 7ΐερίπτωση αυτή ισχύουν όσα αναφέραμε για το ίδιο 
ζήτημα στην προηγούμενη παράγραφο.
Σχήμα 4.3: Φύλλο Εργσπίαςί — Kanp/opia απά\τησιις 3
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Στην Κατηγορία Απαντήσεων 4 εμφανίζονται δύο παιδιά. Το ένα αναπαριστά 
σχηματικά το 17/6 σχεδιάζοντας δύο λωρίδες χωρισμένες σε έξι ίσα μέρη η κάθε μία και 
σκιασμένες ολόκληρες. Λείπει δηλαδή η τρίτη λωρίδα χωρισμένη σε έξι ίσα μέρη με 
σκιασμένα τα πέντε από αυτά. Το άλλο παιδί αναπαριστά σχηματικά το 3 2/3 σχεδιάζοντας 
δύο λωρίδες τις οποίες χωρίς να χωρίζει τις σκιάζει ολόκληρες και μια τρίτη λωρίδα χωρίζει 
σε τρία ίσα μέρη και σκιάζει τα δύο από αυτά ορίζοντας έτσι όχι τον μεικτό που αναφέραμε 
προηγουμένως, αλλά το 2 2/3.
Στην Κατηγορία Απαντήσεων 5, από όπου και το παράδειγμα που ακολουθεί, (βλ. 
Σχήμα 4.4) τα παιδιά έκαναν τις συγκρίσεις ανάμεσα στα κλάσματα αφού πρώτα τα είχαν 
κάνει ομώνυμα βρίσκοντας το Ε.Κ.Π. τους, χωρίς δηλαδή να χρησιμοποιήσουν 
αναπαραστάσεις κλασμάτων. Η προσέγγιση αυτή είναι καθαρά αλγοριθμική και φανερώνει 
την «προσκόλληση» κάποιων παιδιών σε τυπικές μαθηματικές διαδικασίες που πιθανόν να 
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Σχήμα 4.4: Φύλλο Εργασίας 1 -Κατηγορία απάντησης 5
4.13 3η Ενότητα διδακτικής παρέμβασης (2505054
Τα παιδιά εργάστηκαν σε ζευγάρια πρώτα με ένα έτοιμο πρόβλημα από κάθε δραστηριότητα 
για να εξοικειωθούν με τη λογική επίλυσης των προβλημάτων που ανήκαν σ’ αυτές. Κατόπιν 
με την επιλογή του κουμπιού Explore τα παιδιά δημιουργούσαν τα ίδια (εναλλάξ) μια 
δραστηριότητα - πρόβλημα της ενότητας αυτής και ζητούσαν από το άλλο παιδί του 
ζευγαριού να βρει τη λύση. Κάθε φορά το παιδί που οικοδομούσε ένα πρόβλημα έπρεπε να 
καταγράφει τα βασικά στοιχεία της εκφώνησής του αλλά και τη λύση που το ίδιο θεωρούσε 
σωστή, στο Φύλλο Εργασίας 2 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ' σελ. 222) που είχε μοιραστεί στα παιδιά. 
Το άλλο παιδί του ζεύγους καλούνταν να λύσεττο πρά^^^σιην οθόνη του υπολογιστή. Η
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λειτουργία Explore, όπου τα ίδια τα παιδιά κατασκευάζουν και επιλύουν προβλήματα, 
παρέχει, κατά τη γνώμη μας αλλά και υιοθετώντας το σχετικό σχολιασμό του Van de Walle 
(Van De Walle, 2005), συγκριτικά με όλες τις άλλες λειτουργίες των λογισμικών 
“Representing Fractions” και “ Fractions Operations” τις μεγαλύτερες δυνατότητες 
δημιουργικής αξιοποίησης τους.
Δραστηριότητα: «Αο·/αιολόνοο>
Στη δραστηριότητα «Αρχαιολόγος» η βασική ιδέα είναι η ακόλουθη: Ο αρχαιολόγος μας 
προσπαθεί να ανακαλύψει αρχαιολογικούς θησαυρούς σε διαφορετικές περιοχές της γης 
όπως η Καμπότζη, το Περού και η Αίγυπτος. Σε κάθε περίπτωση τα παιδιά πρέπει να τον 
βοηθήσουν να φτάσει στον αρχαιολογικό θησαυρό ο οποίος σημειώνεται με μια μωβ 
σημαιούλα σε διαφορετικό κάθε φορά σημείο πάνω στην απόσταση του ενός μιλίου. Το Όλο 
παριστάνεται με το μήκος ενός μιλίου, το οποίο είναι το συνολικό μήκος του τούνελ στο 
οποίο πρέπει να σκάψει ο αρχαιολόγος για να βρει τον αρχαιολογικό θησαυρό. Υπάρχει μια 
ράβδος μέτρησης που μπορεί να βοηθήσει το παιδί όταν τοποθετηθεί παράλληλα με το 
τούνελ. Η ράβδος αυτή μπορεί να μοιραστεί σε ισομήκη τμήματα και με αυτόν τον τρόπο τα 
παιδιά μπορούν να υπολογίσουν το κλάσμα που δηλώνει ως μήκος το σημείο στο οποίο 
βρίσκεται η σημαιούλα και συνεπώς ο θησαυρός. Εδώ λοιπόν το αναπαραστατικό μοντέλο 
του μήκους χρησιμοποιείται για την κατασκευή μέρους με γνωστό το Όλο (1 μίλι).
Από τα 13 παιδιά που ήταν παρόντα (συνολικός αριθμός παιδιών Ο.Π.: 18) κατέγραψαν 
για τη δραστηριότητα «Αρχαιολόγος» το πρόβλημα που πρότειναν και τη λύση αυτού στο 
Φύλλο Εργασίας τα 9 παιδιά. Τα υπόλοιπα 4 παιδιά δεν καταγράφουν το πρόβλημα και τη 
λύση του στο Φύλλο Εργασίας πιθανόν επειδή θεώρησαν ότι απλά πρέπει να αναφέρουν ένα 
κλάσμα και δεν θα χρειαστούν πράξεις για την επίλυση του προβλήματος. Σε όλες τις 
περιπτώσεις το κλάσμα του μιλίου (Όλο) στο οποίο τοποθετούσαν το σημαιάκι αλλά και η 
λύση που παρουσίαζαν τα παιδιά στα Φύλλα Εργασίας στο πλαίσιο της ενότητας Explore 
ήταν σωστά.
Συνήθεις φράσεις που χρησιμοποιούσαν τα παιδιά στην καταγραφή του προβλήματος 
ήταν: «Πήγα τη σημαία στο...», «Βάζω στο...». Στις λύσεις που τα ίδια τα παιδιά πρότειναν 
στο πρόβλημα που είχαν δημιουργήσει παρατηρήσαμε φράσεις όπως: «Για να το βρει θα το 
πάει στο(κλάσμα)..... », «Πρέπει να χωρίσει το μίλι σε .... κομμάτια και να πάρει τα ...».
Αναφέρουμε στο σημείο αυτό μια χαρακτηριστική περίπτωση ενεργοποίησης της 
διαδικασίας γνωστικής ανασυγκρότησης με τη βοήθεια συμμαθητή (Tutor) όπου το παιδί που
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είχε συντάξει το πρόβλημα είχε τοποθετήσει το σημαιάκι στα 2/3 του μιλίου. Στην απάντηση 
του άλλου παιδιού του ζευγαριού, ότι ο Αρχαιολόγος θα χρειαστεί να σκάψει στην απόσταση 
που ορίζει το 1/3 του μιλίου ο συντάκτης του προβλήματος επισήμανε το λάθος. Μετά από 
σχετική συζήτηση ανάμεσα στα παιδιά του ζευγαριού το παιδί που κλήθηκε να λύσει το 
πρόβλημα αντιλήφθηκε ότι έλειπε ακόμη 1/3 αλλά τελικά απάντησε 1/3 + 1/3 = 2/6.
Όταν τοποθέτησε όμως το κλάσμα 2/6 είδε ότι και πάλι δεν έφτανε στο σημαιάκι και 
μάλιστα παρέμενε στο ίδιο σημείο δηλαδή στο 1/3. (Ο.Π. - Καταγραφή 33ίντεο (250505): 
00:01:55 -00:03:10)
Δοαστηοιότητα: «Μανικό κλειδί»
Σ’ αυτή τη δραστηριότητα το παιδί αναλαμβάνει μια μυστική αποστολή της οποίας η 
κατάληξη είναι η ανακάλυψη κάποιου μυστικού που βρίσκεται κρυμμένο πίσω από μια 
πόρτα. Το παιδί πρέπει να κατασκευάσει ένα κλειδί για να ανοίξει αυτή την πόρτα. Στη 
δραστηριότητα δίνεται τμήμα του κλειδιού (μέρος ενός Όλου) και το κλάσμα που το 
εκφράζει. Το παιδί πρέπει με βάση αυτό το κλάσμα να κατασκευάσει το Όλο 
χρησιμοποιώντας ράβδους που υπάρχουν στην οθόνη, την επιλογή των οποίων για τη 
συμπλήρωση του όλου πρέπει να κάνει με εκτίμηση μήκους ή με σύγκριση μέσω μεταφοράς 
και τοποθέτησης της προς σύγκριση ράβδου σε εκείνη που αναπαριστά τμήμα του κλειδιού.
Ειδικότερα, στην ενότητα Explore το παιδί που αναλαμβάνει να κατασκευάσει και να 
λύσει το πρόβλημα που καταγράφει στο Φύλλο Εργασίας και το οποίο θα προτείνει προς 
λύση στο άλλο παιδί του ζευγαριού, έχει τη δυνατότητα να καθορίσει όποιο μήκος ράβδου 
(τμήμα του κλειδιού) επιθυμεί και να το ονομάσει κλασματικά όπως επιθυμεί. Ομοίως, όπως 
επιθυμεί μπορεί να ορίσει και το μήκος των λωρίδων που θα κατασκευάσει και οι οποίες θα 
χρησιμοποιηθούν για συμπλήρωση του κλειδιού.
Από τα 13 παιδιά που ήταν παρόντα (συνολικός αριθμός παιδιών Ο.Π. : 18) κατέγραψαν 
στο Φύλλο Εργασίας μόνο το πρόβλημα που πρότειναν χωρίς τη λύση του 6 παιδιά, ενώ το 
πρόβλημα και τη λύση του κατέγραψαν επίσης 6 παιδιά. Παρατηρούμε στις απαντήσεις των 
παιδιών ότι άλλες φορές συμπληρώνουν το Όλο κάνοντας πρόσθεση (Σχήμα 4.5) και άλλες 
φορές πολλαπλασιασμό και πρόσθεση (Σχήμα 4.6).
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Σχήμα 4.6: Ενόπμα Explore anj Αραχτηφιότιμα «Μαγικό κλειδί»
4.1.4 4η Ενότητα διδακτικής παρέμβασης (260505)
Η διδασκαλία αυτή χωρίστηκε σε δύο μέρη. Στο πρώτο μέρος μοιράσαμε στα παιδιά το 
Φύλλο εργασίας 3 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ' σελ. 224) που περιείχε ένα πρόβλημα πρόσθεσης 
κλασμάτων, γνωστό και ως πρόβλημα Streefland (Streefland στο Kamii 1999, σελ.86, 87). 
Το πρόβλημα αυτό επιλέχθηκε επειδή ήταν ένα πρόβλημα πραγματικής κατάστασης, το 
οποίο με την πλοκή του και τα ερωτήματα που έθετε έδινε, κατά τη γνώμη μας, τη 
δυνατότητα δημιουργίας αναπαραστάσεων, λεκτικής έκφρασης και ενεργοποιούσε την 
κατασκευαστική γνώση των παιδιών. Ακόμη το κυκλικό μοντέλο (πίτσα) που 
χρησιμοποιείται στο πρόβλημα θεωρείται κατάλληλο για μοίρασμα σε «δεύτερα» και 
«τέταρτα» και γνωρίζουμε ότι τα παιδιά ήδη από νωρίς έχουν αναπτύξει την άτυπη γνώση 
αλλά και ισχυρές στρατηγικές για την δίκαιη μοιρασιά σε δύο ίσα μέρη (Charles and Nason 
2000).
Η διαδικασία επεξεργασίας του προβλήματος ατομικά και ομαδικά ήταν όμοια με αυτή 
που έχει ήδη αναφερθεί στην πρώτη παράγραφο του κεφαλαίου «2η Ενότητα διδακτικής 
παρέμβασης»(βλ. σελίδα 68). Το χειραπτικό υλικό που είχαν στη διάθεσή τους τα παιδιά για
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το πρόβλημα αυτό ήταν γεωπίνακες και σετ κλασματικών κύκλων σε μορφή Όλου καθώς και 
κλασματικές υποδιαιρέσεις του Όλου.
Το πρόβλημα αναφέρονταν σε μια οικογένεια τεσσάρων ατόμων (Πατέρας, Μητέρα, 
Παιδιά: Άννα και Πέτρος) που ήθελε να μοιράσει δύο πίτσες. Η πρώτη πίτσα μοιράστηκε 
δίκαια ενώ τη δεύτερη τη μοιράστηκαν τα 3 από τα 4 άτομα της οικογένειας αλλά όχι δίκαια 
αφού τα 2 από τα 3 αυτά μέλη μοιράστηκαν τα τρία από τα τέσσερα ίσα μερίδια στα οποία 
χωρίστηκε η δεύτερη πίτσα. Χ '
Τα παιδιά ξεκίνησαν να εργάζονται χρησιμοποιώντας τους γεωπίνακες. Κάποια παιδιά 
τοποθέτησαν τα λαστιχάκια στους γεωπίνακες με τέτοιο τρόπο ώστε έδειχναν να χωρίζουν το 
γεωπίνακα σε περισσότερα από 4 ίσα μέρη. Ο διδάσκων στο σημείο αυτό επισήμανε ότι 
πρέπει ίσως να ξανακοιτάξουν το πρόβλημα. Τα παιδιά αφού χώρισαν τους γεωπίνακες σε 4 
ίσα μέρη άρχισαν να σχεδιάζουν στο φύλλο εργασίας αναπαραστατικά σχήματα. Την πρώτη 
πίτσα την μοιράσανε σχετικά εύκολα. Δυσκολίες αντιμετώπισαν στο μοίρασμα της δεύτερης 
πίτσας. Ένα παιδί έσβησε τον δεύτερο κύκλο που είχε χωρίσει σε 4 ίσα μέρη και τον 
ξανασχεδίασε χωρίζοντάς τον αυτή τη φορά σε 3 ίσα μέρη. (Πιθανώς σκέφτηκε ότι αφού η 
μητέρα δεν παίρνει κομμάτι από την δεύτερη πίτσα έπρεπε να τη χωρίσει σε 3 ίσα κομμάτια 
ξεχνώντας ότι το πρόβλημα έλεγε ότι και η δεύτερη πίτσα χωρίστηκε επίσης σε 4 ίσα 
κομμάτια). (Ο.Π. - Καταγραφή Βίντεο (260505): 00:10:40 - 00:11:20)
Ένα άλλο παιδί χώρισε σωστά την πρώτη πίτσα και εμφάνισε τη δεύτερη πίτσα
χωρισμένη σε δύο κομμάτια εκ των οποίων το ένα αποτελούσε το — της πίτσας και το άλλο
4
3 1
τα —. Μάλιστα το κομμάτι του — φαινόταν σαν να είχε κοπεί (ίσως αυτό θεώρησε ο
4 4
, 3
μαθητής ότι ήταν το κομμάτι της Άννας και αυτό που έμενε δηλ τα — ήταν το κομμάτι που
4
έπρεπε να μοιραστούν ο Πατέρας και ο Πέτρος). (Ο.Π. — Καταγραφή Βίντεο (260505): 
00:12:16-00:12:34)
Στη συνέχεια ένα παιδί παρουσίασε τη λύση του στον πίνακα. Αρχικά το παιδί σχεδίασε 
τον πρώτο κύκλο τον οποίο χώρισε σε 4 ίσα μέρη και τοποθέτησε σε κάθε ένα από αυτά τις 
συντομογραφίες Πα, Πε, Μ, Α, αντίστοιχα για Πατέρα, Πέτρο, Μητέρα και Άννα. 
Ακολούθησε ερώτημα του διδάσκοντος προς την τάξη που συνοδεύονταν από σχήμα (κύκλος 
χωρισμένος σε 4 όχι ίσα μεταξύ τους μέρη) και στόχευε στην ανάδειξη της έννοιας «δίκαιο
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μοίρασμα» στα κλάσματα. Κατόπιν το παιδί κατασκεύασε τον δεύτερο κύκλο που 
αναπαριστούσε τη δεύτερη πίτσα, τον χώρισε σε τέσσερα ίσα μέρη και το ένα από αυτά πάλι 
σε δύο ίσα μέρη. Αφού ανέφερε ότι η μητέρα πήρε συνολικά το 1/4 μιας πίτσας, για την 
Άννα είπε ότι πήρε τα 2/8 (παρανόηση στην πρόσθεση κλασμάτων, δηλαδή 1/4 +1/4 =
2/8). Στο σημείο αυτό έγινε συζήτηση του διδάσκοντος με τα παιδιά της τάξης για το μερίδιο 
της Άννας και με τη βοήθεια του διαφανοσκόπιου και των κλασματικών κύκλων φάνηκε ότι
1/8 + 1/8 = 2/8 ενώ - + -= -. (Ο.Π. - Καταγραφή Βίντεο (260505): 00:20:32 - 00:30:04)
4 4 4
Λ
Κατόπιν επιχειρήθηκε το δίκαιο μοίρασμα των — που απόμειναν στη δεύτερη πίτσα
4
αφού η Άννα πήρε το κομμάτι της. Αυτό έγινε αρχικά με τη βοήθεια του διαφανοσκοπίου. Ο
διδάσκων τοποθέτησε στην αρχή μαζί 4 κομμάτια του —, ώστε να συνθέτουν το Όλο, και
4
κατόπιν αφαίρεσε το ένα από αυτά που ήταν το κομμάτι της Άννας. Στη συνέχεια το παιδί 
εργαζόμενο στο διαφανοσκόπιο εξήγησε ότι ο Πατέρας και ο Πέτρος εκτός από το 1/4 πίτσας 
που έχουν πάρει από την πρώτη πίτσα θα πάρουν από τη δεύτερη πίτσα αρχικά ο καθένας
από — και ακόμη το μισό από το άλλο ένα — που απόμενε. Στην ερώτηση του διδάσκοντος 
4 4
ποιο κλάσμα είναι το μισό του ένα άλλο παιδί απάντησε ότι είναι το —. Ο διδάσκων με τη
βοήθεια σχήματος στον πίνακα και με την ανάλογη συζήτηση επιχείρησε να αναδείξει την
αναφορά στο Όλο για το μισό του — . Έτσι στο ερώτημα του διδάσκοντος τι κομμάτι της
4
πίτσας θα μπορούσε να είναι το μισό του — της πίτσας, ένα παιδί πρότεινε το χωρισμό των
4
τριών τετάρτων της πίτσας στη μέση αλλά κατόπιν δεν υπολόγισε το κομμάτι που πήρε 
αρχικά η Άννα, το οποίο και είχε αφαιρεθεί στο σχήμα, και έτσι οδηγήθηκε στο λανθασμένο
συμπέρασμα ότι το μισό του — είναι το 1/6, ένα συμπέρασμα με το οποίο φάνηκε να
4
* συμφωνούν τα περισσότερα παιδιά. Ο διδάσκων στο σημείο αυτό ανέφερε ότι θέλουμε να 
βρούμε πόσο είναι το μισό του ενός τετάρτου σε σχέση με το Όλο, δηλ. ολόκληρη την πίτσα. 
Κάποια από τα παιδιά της τάξης παρέμειναν στην απάντηση 1/6 για το μισό του 1/4 
λέγοντας ότι είναι τόσο αφού λείπει το κομμάτι της Άννας, ενώ κάποια άλλα ανάφεραν το
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1/8 ως το μισό του 1/4. Ο διδάσκων χρησιμοποιώντας το διαφανοσκόπιο και αναπτύσσοντας 
διάλογο με τα παιδιά άρχισε να παρουσιάζει τμηματικά τη λύση. Φθάνοντας στο μερίδιο της 
Άννας από τις δύο πίτσες έδειξε στο διαφανοσκόπιο τα δύο τέταρτα που πήρε αυτή. Μέσα 
από τη συζήτηση προέκυψε το μερίδιο της Άννας, δηλ. τα 2/4 αλλά και τα ισοδύναμά του 1/2 
και 4/8. Στη συνέχεια αναζητώντας το μερίδιο του πατέρα και αφού ήδη ήταν γνωστό ότι από 
την πρώτη πίτσα ο πατέρας όπως και ο Πέτρος πήραν το 1/4, εμφάνισε την δεύτερη πίτσα 
κατασκευασμένη από τέταρτα κύκλου από την οποία αφαίρεσε το ένα τέταρτο πίτσας που 
πήρε η Άννα. Στη συνέχεια ένα παιδί πρότεινε το χωρισμό κάθε ενός από τα εναπομείναντα 
τέταρτα σε δύο ίσα μέρη τοποθετώντας σε καθένα από τα τέταρτα δύο κομμάτια του 1/8. 
Κάποια παιδιά λαμβάνοντας υπόψη αυτό το χωρισμό των τετάρτων της πίτσας και 
συνυπολογίζοντας και το 1/4 της πίτσας της Άννας που έλειπε, έφθασαν στο συμπέρασμα ότι 
τα τρία κομμάτια (τα τρία τέταρτα) που εμφανίζονταν στο διαφανοσκόπιο ήταν τα 6/8 της 
πίτσας. Μοιράζοντας τα αυτά δίκαια ανάμεσα στον πατέρα και τον Πέτρο τα παιδιά βρήκαν
1 3
ότι ο καθένας τους θα έπαιρνε από τη δεύτερη πίτσα τα 3/8 και συνολικά — + — δηλ. 5/8.
Άλλος μαθητής πρότεινε έναν δεύτερο τρόπο. Δηλαδή να έπαιρνε ο κάθε ένας τους το 1/4 
πίτσας που του αναλογούσε από τη δεύτερη πίτσα και το 1/4 που απόμενε να το μοιράσουν 
σε 1/8 και 1/8. Έτσι ο καθένας θα έπαιρνε 1/4 + 1/4 + 1/8 και τελικά με τη βοήθεια της 
ισοδυναμίας 2/8 + 2/8 + 1/8 = 5/8. (Ο.Π. — Καταγραφή Βίντεο (260505): 00:31:32 - 
00:41:30)
Από την ανάλυση των φύλλων εργασίας των παιδιών προκύπτει ο ακόλουθος πίνακας
κατηγοριοποίησης των απαντήσεων τους:
Πίνακας 4.2: Συγνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων στο Φύλλο Εργασίας 3
Κατηγορία Απαντήσεων (Κ.Α.) Ομάδα Παρέμβασης (Ν=18)
1. Ορθές σχηματικές αναπαραστάσεις - Ορθές πράξεις 4
2. Ορθές σχηματικές αναπαραστάσεις -Ορθά αριθμητικά αποτελέσματα - Όχι 
εμφανείς πράξεις
6
3. Ορθές σχηματικές αναπαραστάσεις - Ορθά αριθμητικά αποτελέσματα — Λύση 
με χρήση δεκαδικών αριθμών
2
4. Ορθές σχηματικές αναπαραστάσεις - Όχι αριθμητικά αποτελέσματα και 
πράξεις
1
5.Ορθές σχηματικές αναπαραστάσεις — Λάθος εν μέρει ή συνολικά τα 
αποτελέσματα και οι πράξεις ή καθόλου πράξεις
2
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Στην Κατηγορία Απαντήσεων 1 δύο παιδιά απάντησαν αρκετά αναλυτικά παρέχοντας, 
εκτός από αναπαραστατικά σχήματα και πράξεις, και λεκτική ερμηνεία ενώ τα άλλα δύο δεν 
παρείχαν λεκτική ερμηνεία.
Ακολουθούν αντιπροσωπευτικές απαντήσεις των δύο αυτών υποκατηγοριών:
J^Tf-tora
4
2 ^ Tl. CWOk
2.^ 'itlCora.
"tivo- τ' '^V' L ° toxo cvX<tyS>~
to γάςνπΜ o o ^
ft ό'Λ· iffO. V
ίήγμοο cas .
B-5
L+V*-+^--4·i*S ~ ft &‘1S




Σχήμα 4.8: Φύλλο Εργασίας 3 - Κ.Α. 1 (χωρίςλεκτική ερμηνεία)
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Στην Κατηγορία Απαντήσεων 2 το ένα παιδί από τα έξι παρείχε και λεκτική ερμηνεία 
Αντιπροσωπευτικές απαντήσεις της Κατηγορία Απαντήσεων 2 ακολουθούν:
11 rvrpt 1 .q to «*”* ^ 0 το ^





Σχήμα 4.9:Φύλλο Εργασίας 3 - AT./I. 2 (με λεκτική ερμηνεία)
II* Π/ 7cm.





Σχήμα 4.10 Φύλλο Εργασίας 3 - Κ.Λ. 2 (χωρίς λεκτική ερμηνεία)
Στην Κατηγορία Απαντήσεων 3 ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσίασε η χρήση από τα παιδιά 
δεκαδικών αριθμών για τη λύση του προβλήματος. Όπως παρατηρούμε στο παράδειγμα που 
ακολουθεί (Σχήμα 4.11), τα παιδιά χρησιμοποίησαν για να παρουσιάσουν αριθμητικά τα 
κομμάτια πίτσας που πήρε το κάθε ένα από τα πρόσωπα του προβλήματος αντί για 
κλάσματα, ακέραιους και δεκαδικούς αριθμούς. Κάθε ένα από τα μερίδια που εμφανίζονται 
αναφέρονται σε τέταρτα της πίτσας.
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Σχήμα 4.11: Φύλλο Εργασίας 3 - Καuf/opia αταχνη^σιςλ
Στην Κατηγορία απαντήσεων 4 ενώ τα παιδιά σχέδιασαν σωστά τις αναπαραστάσεις από τις 
δύο πίτσες και κατέγραψαν πάνω στα τμήματα στα οποία τις έχουν χωρίσει ποιο από αυτά 
ανήκει σε κάθε ένα από τα πρόσωπα του προβλήματος, δεν έκαναν πράξεις για να βρούνε το 
μερίδιο που θα πάρει τελικά το κάθε πρόσωπο.
Στην κατηγορία Απαντήσεων 5 τα παιδιά σχέδιασαν σωστά τις αναπαραστάσεις από τις 
δύο πίτσες αλλά έκαναν λάθος στις πράξεις για την εύρεση του μεριδίου κάθε προσώπου του 
προβλήματος (Σχήμα 4.11) ενώ στην Κατηγορία Απαντήσεων 6 υπάρχουν λάθη στις 
αναπαραστάσεις που σχέδιασαν τα παιδιά καθώς και ασάφειες και λάθη στις απαντήσεις τους 
για το μερίδιο κάθε ενός από τα πρόσωπα του προβλήματος(Σχήμα 4.12).
—υ ΤΤ_ιΓ'*<Χ- 2.η τtrriTcx.
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Σχήμα 4.12: Φύλλο Εργασίας 3 - ICA. 5
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Σχήμα 4.13: Φύλλο Εργασίας 3 - K.A. 6
Στο δεύτερο μέρος της 4ης ενότητας διδασκαλίας δόθηκε στα παιδιά το Φύλλο Εργασίας 4 
(ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ' σελ. 226) με τίτλο «Μαντέματα» Υπήρχε σχεδιασμένο σ’ αυτό ένα κουτί 
και έξω από αυτό 6 μπάλες που αντιπροσωπεύουν τα 2/5 του συνόλου των μπαλών που 
υπάρχουν μέσα και έξω από το κουτί. Με βάση τα στοιχεία αυτά τα παιδιά καλούνταν να 
βρουν πόσες είναι όλες μαζί οι μπάλες. Επρόκειτο για ένα πρόβλημα το οποίο ανάλογα με 
τον τρόπο που θα επιλεγόταν να επιλυθεί μπορούσε να αφορά τις ενότητες της πρόσθεσης, 
της αφαίρεσης ή του πολλαπλασιασμού στα κλάσματα ή και συνδυασμό αυτών.
Τα παιδιά εργάστηκαν με τα πούλια επιλέγοντάς τα ορθώς ως το πλέον κατάλληλο για 
την περίσταση αναπαραστατικό μοντέλο. Από την ανάλυση των φύλλων εργασίας προκύπτει 
ότι οι απαντήσεις των περισσότερων από τα παιδιά θα μπορούσαν να ταξινομηθούν σε δύο 
κατηγορίες.
Στην Κατηγορία Απαντήσεων 1 οχτώ παιδιά ξεκίνησαν με το δεδομένο ότι 2/5 των 
μπαλών είναι 6 μπάλες, τα παιδιά έκαναν 2/5 + 2/5 =4/5 που αντιστοιχεί σε: 6 μπάλες + 6 
μπάλες = 12 μπάλες. Κατόπιν έγραψαν ότι το 1/5 σημαίνει 3 μπάλες, σκεφτόμενα 
ενδεχομένως ότι το 1/5 είναι το μισό του 2/5, κάτι που όμως δεν δήλωσαν λεκτικά ή γραπτά 
στο φύλλο εργασίας τους. Στη συνέχεια υπολόγισαν το σύνολο των μπαλών γράφοντας 2/5 
+ 2/5 + 1/5 = 5/5 δηλαδή όμπάλες + 6 μπάλες + 3 μπάλες = 15 μπάλες. Κάποια παιδιά 
μάλιστα έκαναν και την αφαίρεση 5/5 - 2/5 = 3/5 ίσως γΐά να δείξουν με αυτό τον τρόπσ το 
κλάσμα που εκφράζει τον αριθμό των μπαλών που βρίσκονται μέσα στο κουτί. Κανένα 
πάντως από τα παιδιά αυτά δε φάνηκε να χρησιμοποιεί το αποτέλεσμα αυτής της αφαίρεσης 
για να οδηγηθεί μέσω αυτού στον υπολογισμό των μπαλών μέσα στο κουτί όπως θα 
μπορούσε να γίνει αν λέγανε 3/5 = 3 x 1/5 δηλαδή 3x3 μπάλες = 9 μπάλες. Παρόλα αυτά τα
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περισσότερα παιδιά καταγράφουν τον αριθμό των μπαλών μέσα στο κουτί, παρότι δεν 
ζητείται από το πρόβλημα, είτε τον αριθμό στο κουτί είτε λεκτικά είτε με πράξη όπως π.χ. 15 
-6 = 9.




| 5^ 1'Λ5< 5^ = tl-fr Ί
Σχήμα 4.14: Φύλλο Εργασίας 4 - Καττρ/ορία Απάντησης 1
Τα 4 παιδιά της Κατηγορίας Απαντήσεων 2 ξεκίνησαν γράφοντας ότι το 1/5 σημαίνει 3 
μπάλες χωρίς να εξηγούν πώς οδηγήθηκαν σ’ αυτό το συμπέρασμα. Πιθανώς, όπως και 
προηγουμένως, να σκέφτηκαν ότι το 1/5 είναι το μισό του 2/5 άρα αφού 2/5 είναι 6 μπάλες 
τότε 1/5 είναι 3 μπάλες. Στη συνέχεια έγραψαν ότι 2/5 είναι 6 μπάλες, τα 3/5 είναι 9 μπάλες, 
τα 4/5 είναι 12 μπάλες, και τα 5/5 είναι 15 μπάλες. (Το πιθανότερο είναι να σκέφτηκαν είτε 
πολλαπλασιαστικά δηλ. π.χ. 3 x 1/5 = 3/5 άρα 3χ 3 μπάλες = 9 μπάλες κ,ο.κ. είτε 
αθροιστικά π.χ. 3/5 = 1/5 + 1/5 + 1/5= 3/5 δηλ. 3 μπάλες + 3 μπάλες + 3 μπάλες = 9 μπάλες.) 
Κατόπιν κάνοντας την πράξη 15 — 6 = 9 βρίσκουν τις μπάλες που είναι μέσα στο κουτί 
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Σχήμα 4.15: Φύλλο Εργασίας 4 - Καττρ/ορία Απάντησης 2
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Προς το τέλος της 4ης Ενότητας της διδακτικής παρέμβασης ένα παιδί της Κατηγορίας 
Απαντήσεων 1 και στη συνέχεια ένα παιδί της Κατηγορίας Απαντήσεων 2 παρουσίασαν σε 
όλη την τάξη τις σκέψεις τους για τη λύση του προβλήματος. Ο διδάσκων στη συνέχεια 
επιχείρησε να αναδείξει την έννοια της κλασματικής μονάδας και την έννοια «Μέρος - 
Όλο» στα διακριτά αντικείμενα σχεδιάζοντας στον πίνακα πέντε κουτάκια ένα για κάθε 1/5 
από τις μπαλίτσες και σχεδιάζοντας μέσα σ’ αυτά τις 3 μπαλίτσες που αντιστοιχούν στο 1/3. 
Τις ίδιες έννοιες διερεύνησαν ο διδάσκων και τα παιδιά μέσα από σχετικό διάλογο που 
αναπτύχθηκε μεταξύ τους με βάση και ένα ακόμη πρόβλημα που έθεσε στη συνέχεια ο 
διδάσκων προφορικά και κατόπιν γραπτά στον πίνακα και στο οποίο ζητούνταν να βρεθεί το 
σύνολο των μαθητών μιας τάξης όταν ήταν γνωστό ότι τα 3/8 των παιδιών ήταν 12 παιδιά. 
(Ο.Π. — Καταγραφή Βίντεο (260505): 00:53:40 — 01: 06: 52)
4.1.5 5η Ενότητα διδακτικής παρέιιβαστκ (300505)
Στα παιδιά μοιράστηκε το Φύλλο Εργασίας 5 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ' σελ. 228) όπου το 
πρόβλημα που περιείχε αναφέρονταν σε δύο ισάριθμα (24 παιδιά το καθένα) τμήματα μιας 
Ε' τάξης εκ των οποίων το ένα, το Ει, ψήφισε κατά τα 2/3 του εκδρομή στον Αγιόκαμπο, ενώ 
για τον ίδιο προορισμό στο άλλο τμήμα, το Ε2, ψήφισαν τα 3/4 των παιδιών. Από τα παιδιά 
ζητούνταν να βρεθεί σε ποιο από τα δύο τμήματα ψήφισαν περισσότερα παιδιά τον 
Αγιόκαμπο ως προορισμό, πόσα είναι τα παιδιά αυτά συνολικά και πόσα είναι επίσης 
συνολικά τα παιδιά που ψήφισαν άλλο προορισμό εκτός του Αγιοκάμπου.
Τα παιδιά ακολουθώντας την ίδια όπως και τις προηγούμενες ημέρες διαδικασία 
εργάστηκαν με χειραπτικό υλικό, στην περίπτωση αυτή με πούλια (σύνολα διακριτών 
αντικειμένων), ατομικά και κατόπιν ομαδικά, και κατέγραψαν τη σκέψη τους στα φύλλα 
εργασίας.
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Από τη μελέτη των φύλλων εργασίας των παιδιών προκύπτει η ακόλουθη
κατηγοριοποίηση των απαντήσεών τους (Πίνακας 4.3).
Πίνακας 4.3: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων στο Φύλλο Εργασίας 5
Κατηγορία Απαντήσεων (Κ.Α.) Ομάδα Παρέμβασης (Ν=18)
I. Σχεδιάζουν ορθές σχηματικές αναπαραστάσεις, ορίζοντας σ’ αυτές τα κλάσματα 
αναφοράς του προβλήματος. Δεν κάνουν πράξεις με χρήση κλασμάτων.
5
2. Σχεδιάζουν ορθές σχηματικές αναπαραστάσεις. Δεν ορίζουν σ’ αυτές τα 
κλάσματα αναφοράς του προβλήματος. Δεν κάνουν πράξεις με χρήση κλασμάτων.
3
λ.Αντιστοιχίζουν κλάσματα με ακέραιους αριθμούς χωρίς πράξεις. Δεν κάνουν 4
πράξεις με χρήση κλασμάτων.
4. Δεν σχεδιάζουν σχηματικές αναπαραστάσεις. Κάνουν πράξεις με χρήση 
κλασμάτων
1




Στην Κ.Α. 1 έχουν σχεδιάσει αναπαραστατικά σχήματα (μικρά κυκλάκια όπως τα 
πούλια) τα οποία έχουν εντάξει σε σύνολα σχεδιάζοντας μεγάλους κύκλους που τα 
ενσωματώνουν (τρεις κύκλους με 8 κυκλάκια ο καθένας για το Ει και τέσσερις κύκλους με 6 
κυκλάκια ο καθένας για το Ε2) και έχουν με κλειστές γραμμές ξεχωρίσει, για το μεν Ει τους 
δύο κύκλους από τους τρεις, για το δε Ε2 τους τρεις από τους τέσσερις, ορίζοντας έτσι τα 
αντίστοιχα κλάσματα που αναφέρονται στο πρόβλημα, δηλ. το 2/3 και το 3/4. Για να 
απαντήσουν στα ερωτήματα στη συνέχεια δεν κάνουν πράξεις με χρήση κλασμάτων. Δηλ. 
δεν κάνουν 2/3 x 24 = 16 , 3/4 χ 24 =18 αλλά απαντούν περιφραστικά και με βάση τις 
αναπαραστάσεις που έχουν κατασκευάσει λέγοντας π.χ. ότι «16 παιδιά είναι τα 2/3» και «18 
παιδιά είναι τα 3/4».
Χαρακτηριστικό παράδειγμα απάντησης της Κατηγορίας Απαντήσεων 1 είναι το ακόλουθο:
Σχήμα 4.16: Φύλλο Εργασίας 5 - Κατηγορία απάντησης 1
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Στην Κατηγορία Απαντήσεων 2 τα παιδιά κάνουν πράξεις μόνο με ακέραιους αριθμούς, ίσως 
υποκαθιστώντας με αυτόν τον τρόπο τους πολλαπλασιασμούς κλασμάτων με ακεραίους που 
λείπουν από την απάντησή τους. Χαρακτηριστικό παράδειγμα απάντησης της Κατηγορίας 
Απαντήσεων 2 είναι το ακόλουθο:
Σε XC«ο αχό τα δύο τμήματα γήφ*ααν περισσότεροι μαθητές τον Αγτόκαμχο; p ?
Στην Κατηγορία Απαντήσεων 3 τα παιδιά (τα δύο χρησιμοποιώντας αναπαραστατικά 
σχήματα και τα δύο άλλα όχι) αντιστοίχισαν τα κλάσματα 3/3, 2/3, 1/3 και 4/4, 3/4, 2/4, 1/4 
με ακεραίους, με τους οποίους και κάνανε πράξεις, ώστε να οδηγηθούν σε απαντήσεις στα 
ερωτήματα του προβλήματος του Φύλλου εργασίας 4 (βλ. Σχήμα 4.18).
ΤΖ-, 3/3 ίίν«Α £?<r
1 β /Οοο’"Co*- ^3 ραθοοϊίν / σ0'λΡ
Χο -f/3 xuiw iiway σ<χ»δ·ά
----■=> <6 p.a.er>Cfc .^ noa
ri*. 3/^
To- Xu»v p otQrrcu/w -TX> rvCuS\CL
~Co 4f** χων ^oU9rvTU»>/ Ci vtotA ^ nouSi^L
-- P7 pafinced xxv ^udmo|joo
iiiAnavenor» To ^2 rrccxo "Oa ‘Xp«oa>cipa OouScct
 ^ ^ ^^WarcnoM· 3^<xpa aou^col vfA^.oOco r+cx-A rrrw^ 8^0




- β ,^Λα/ -Ccc OOuS*CL.Oco
Σγι'ιμα 4.18: Φύλλο Εργασίας 5 - Kauf/opia απάννιω/ς 3
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Στην Κατηγορία Απαντήσεων 4 έχουμε τη μοναδική περίπτωση παιδιού που εργάστηκε στο 
πρόβλημα χρησιμοποιώντας μόνο κλάσματα. Όπως παρατηρούμε στην εικόνα του φύλλου 
εργασίας του που ακολουθεί, απάντησε στην 1η μόνο ερώτηση χρησιμοποιώντας το Ε.Κ.Π. 
για να κάνει ομώνυμα τα κλάσματα 2/3 και 3/4 ώστε να τα συγκρίνει. Στη συνέχεια, και ενώ 
πρόσθεσε σωστά τα 8/12 + 9/12 και βρήκε 1 5/12, δεν υπολόγισε με βάση το 1 5/12 (έχοντας 
ως Όλο τον αριθμό των 24 παιδιών) τον αριθμό των παιδιών που αντιστοιχεί σ’ αυτό ώστε να 
απαντήσει με ακέραιο αριθμό στη δεύτερη ερώτηση του προβλήματος. Στην προσπάθειά του 
να απαντήσει στο 3° ερώτημα έκανε λάθος αφαίρεση. Έγραψε 24-1 5/12 αντί του ορθού 2 
- 1 5/12 που θα έδινε ως αποτέλεσμα 7/12 άρα 7/12 χ 24 = 14 παιδιά. Αυτό πιθανόν συνέβη 
επειδή δε φάνηκε να είχε αντιληφθεί ότι το 1 στο 1 5/12 αναφέρεται στο Όλο που στην 
περίπτωση αυτή είναι τα 24 παιδιά. Έτσι αφού για να απαντήσουμε στο 3° ερώτημα πρέπει 
να αφαιρέσουμε από το σύνολο των Ει και Ε2 το 1 5/12 πρέπει να θεωρήσουμε αυτό το 
σύνολο ως τον αριθμό 2.
Χαρακτηριστικό παράδειγμα απάντησης της Κατηγορίας Απαντήσεων 4 είναι το ακόλουθο:
0/ ΕI Μ
2. -2-r-fiua.j
-3 Η 19 Κ1
■1
(Q2!L-lfc Wi
^ \ Ά i il <1 ί2 Ά
Σχή μα 4.19: Φύλλο Εργασίας 5 - Καττργορία απάντγσγς· 4
Στην Κατηγορία Απαντήσεων 5 τα κλάσματα δεν εμφανίζονται ούτε υπονοούμενα με 
σχηματική αναπαράσταση, ούτε με αλγεβρική μορφή. Οι απαντήσεις μοιάζουν να αφορούν 
πρόβλημα ακεραίων αριθμών (βλ. Σχήμα 4.20).
Σχήμα 4.20: Φύλλο Εργασίας: 5 — Καπγγορία αττάνυ/ω^ 5
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4.1.6 6η Ενότητα διδακτικής παρέμβασης (010605)
Τα παιδιά εργάστηκαν με το λογισμικό “ Fractions Operations” του Tenth Planet (1998b) και 
το Φύλλο Εργασίας 6 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ' σελ. 230, 231). Ακολουθήθηκαν για τη συνεργασία 
ανάμεσα στα ζευγάρια οι ίδιες διαδικασίες με εκείνες που περιγράφονται στην πρώτη 
παράγραφο της 3ης Ενότητας διδακτικής παρέμβασης (βλ. σελ. 73), όταν τα παιδιά 
εργάζονταν με το λογισμικό “Representing Fractions”.
Ιη Δραστηριότητα: «Κατασκευάζω το γαλί»
Η 1η δραστηριότητα πραγματεύεται την πρόσθεση στα κλάσματα. Τα παιδιά έπρεπε να 
κατασκευάσουν ένα κόκκινο χαλί πάνω στο οποίο θα πατούσε μια βασιλική οικογένεια η 
οποία ήθελε να εισέλθει σε ένα κάστρο. Για να γίνει αυτό θα έπρεπε να προσθέσουν δύο 
ράβδους τη μια δίπλα στην άλλη ως τμήματα του χαλιού που έπρεπε να κατασκευαστεί. Ένα 
εργαλείο μέτρησης που υπήρχε στη δραστηριότητα βοηθούσε τα παιδιά να οδηγηθούν στη 
δημιουργία κοινών παρονομαστών και έτσι να ολοκληρώσουν την πρόσθεση.
Από την ανάλυση των φύλλων εργασίας των παιδιών στο πλαίσιο της ενότητας Explore 
αυτής της δραστηριότητας προκύπτει ότι από τα 16 παιδιά που ήταν παρόντα τα 10 παιδιά 
κατασκεύασαν πρόβλημα πρόσθεσης κλασμάτων το οποίο και έλυσαν σωστά (Κατηγορία 
Απαντήσεων 1), 5 παιδιά κατασκεύασαν πρόβλημα το οπαίο έλυσαν λάθος (Κατηγορία 
Απαντήσεων 2) και 1 παιδί δεν κατασκεύασε πρόβλημα.
Ειδικότερα στην Κατηγορία Απαντήσεων 1 δύο παιδιά χρησιμοποίησαν και σχήματα:
Σχήμα 4.21: Κ.Α.1 Ενότητα Explore Σχήμα 4.22: ΚΑ.Ι Ενότητα Explore οτη
στη Δραστηριότητα «Κατασκευάζω το χαλί» Δραστηριότητα «Κατασκευάζω το χαλί»
Στα παραπάνω σχήματα παρατηρούμε ότι το ένα παιδί χρησιμοποίησε, για να λύσει το 
πρόβλημα που κατασκεύασε, κυκλικά αναπαραστατικά σχήματα (παρότι η δραστηριότητα θα 
λέγαμε ότι παραπέμπει σε κλασματικές λωρίδες) ενώ το άλλο παιδί χρησιμοποίησε
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κλασματικές λωρίδες και έλυσε το πρόβλημα κάνοντας 3/6 + 1/5 = 7/10. Δηλαδή δεν 
χρησιμοποίησε το Ε.Κ.Π. αλλά όπως μπορούμε βάσιμα να υποθέσουμε δημιούργησε 
ισοδύναμα των αρχικών κλασμάτων (3/6, 1/5) με άλλο τρόπο, δηλ. θεώρησε ότι 3/6 = 1/2 
άρα 3/6 = 5/10 και 1/5 =2/10 (όπου το 5/10 είναι το πρώτο ισοδύναμο που προκύπτει για το 
1/2 με πολλαπλασιασμό των όρων του με το 2) και στη συνέχεια σκέφτηκε 5/10 + 2/10 = 
7/10. Στο σημείο αυτό πρέπει να τονίσουμε ότι ο τρόπος με τον οποίο είναι σχεδιασμένη η 
δραστηριότητα «Κατασκευάζοντας το χαλί» δίνει τη δυνατότητα στα παιδιά να μην 
περιορίζονται στην εύρεση του Ε.Κ.Π. για τη δημιουργία ομώνυμων κλασμάτων αλλά να 
κινούνται με μεγαλύτερη ευελιξία στη δημιουργία ισοδυνάμων κλασμάτων για την 
ολοκλήρωση της πρόσθεσης.
Στην Κατηγορία Απαντήσεων 2 έχουμε τις ακόλουθες χαρακτηριστικές περιπτώσεις:
.S...,_______ ______
Λόσπ




Σχήμα 4.24: Κ Α.2, Ενότητα Explore στη Δραστηριότητα «Κατασκευάζω το χαλί»
Παρατηρούμε ότι το παιδί στο Σχήμα 4.23 ενώ κάνει αλγοριθμικά σωστά την πρόσθεση, στη 
σχηματική αναπαράσταση της πράξης κάνει λάθος αφού με βάση τα σχήματα είναι σαν να
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έχει κάνει 4/5 + 3/5 = 4/7. Ακόμη θα λέγαμε όπως και σε απάντηση της Κατηγορίας 
Απαντήσεων 1 που αναλύθηκε παραπάνω, ότι ενώ η δραστηριότητα παραπέμπει σε 
αναπαράσταση με κλασματικές λωρίδες, το παιδί χρησιμοποιεί κυκλικά αναπαραστατικά 
σχήματα.
Στην περίπτωση του Σχήματος 4.24 είναι εμφανής η παρανόηση α/β + γ/δ - α + β / γ + δ.
Τ Δραστηριότητα:«EiucnczvdCoj τη νέφυοα»
Στη 2η δραστηριότητα τα παιδιά ασχολούνται με την πράξη της αφαίρεσης στα κλάσματα. 
Στη οθόνη του υπολογιστή εμφανίζεται ένα κενό στο έδαφος που πρέπει να κλείσει με την 
κατασκευή μιας γέφυρας. Στα παιδιά δίνεται με τη μορφή κλάσματος το ένα από τα δύο 
κομμάτια που χρειάζονται για να κατασκευαστεί η γέφυρα καθώς και το συνολικό μήκος της 
γέφυρας και ζητείται να κατασκευαστεί το κομμάτι που λείπει και να τοποθετηθεί ώστε να 
ολοκληρωθεί η γέφυρα και να μπορεί να χρησιμοποιηθεί. Στα παιδιά παρέχεται ένα εργαλείο 
μέτρησης (ράβδος μέτρησης) το οποίο τα βοηθά να κατασκευάσουν ισοδύναμα με τα αρχικά 
κλάσματα ώστε να ολοκληρώσουν την πράξη της αφαίρεσης και κατόπιν να κατασκευάσουν 
το κομμάτι που στην πράξη της αφαίρεσης ήταν η διαφορά. Υπάρχει μηχάνημα κοπής όπου 
ένα Όλο κόβεται κατάλληλα ώστε να κατασκευαστεί το κλάσμα συμπλήρωσης της γέφυρας. 
Στη συνέχεια ακολουθώντας την αντίστροφη διαδικασία τα παιδιά ενώνουν τα δύο κομμάτια 
(αφαιρετέο και διαφορά), κάνουν δηλαδή πρόσθεση και έτσι σχηματίζεται η γέφυρα (ο 
αρχικός μειωτέος της αφαίρεσης).
Από τα 16 παιδιά που ήταν παρόντα, για τη δραστηριότητα αυτή κατασκεύασαν 
πρόβλημα και κατέγραψαν τη λύση του στο φύλλο εργασίας τους τα 6 παιδιά. Κανένα από τα 
παιδιά αυτά δεν χρησιμοποίησε αναπαραστατικά σχήματα στη διαδικασία επίλυσης του 
προβλήματος που κατασκεύασε. ...
Δύο παιδιά παρουσίασαν στη λύση που πρότειναν αλγοριθμικά το δεύτερο μέρος της 
διαδικασίας, δηλαδή την πρόσθεση: διαφορά + αφαιρετέος = μειωτέος όπως φαίνεται στο 
παράδειγμα που ακολουθεί (Σχήμα 4.25). Τα παιδιά αυτά επιλύουν το πρόβλημα συνδέοντας 
την έννοια του συμπληρώματος με την πράξη της πρόσθεσης.
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Δραστηριότητα: «Εχισκεοάζα τη τό*οοα»
Λύση
4 J. "5 - £/
Σχήμα 4.25: Ενότητα Explore art] Αρασν/ριόπρα «Επισκευάζω π/ γέφυρα.»
Στην περίπτωση αυτή το πιθανότερο είναι το παιδί να έδωσε ως συνολικό μήκος γέφυρας το 
4/6 και ως υφιστάμενο τμήμα της γέφυρας το 1/6 ή το 3/6.
Ακόμη, δύο παιδιά χρησιμοποίησαν στο πρόβλημα που κατασκεύασαν ετερώνυμα 
κλάσματα όπως φαίνεται στο παράδειγμα που ακολουθεί:
Σ'/ή μ u 4.26: Ενσημα Explore ση] Αραση\ριόηρα «Επισκευάζω nj γέφυρα»
3η Δραστηριότητα: «Σχεδιάζω το δωμάτιό αου»
Στη δραστηριότητα αυτή χρησιμοποιείται ως αναπαραστατικό μοντέλο εκείνο του 
τετραγώνου το οποίο αναπαριστά την κάτοψη ενός σπιτιού. Από τα παιδιά ζητείται να 
σχεδιάσουν το υπνοδωμάτιό τους ως μέρος ενός τμήματος όλου του σπιτιού και συνεπώς να 
βρουν ποιο κλάσμα του συνολικού σπιτιού θα είναι το υπνοδωμάτιο. Δίνονται τα δύο 
κλάσματα τα οποία αλγεβρικά εκφράζουν το μεν ένα το υπνοδωμάτιο, το δε άλλο το μέρος 
του σπιτιού στο οποίο θα ανήκει αυτό. Τα δύο αυτά κλάσματα αποτελούν τους παράγοντες 
ενός πολλαπλασιασμού. Ο πολλαπλασιασμός αυτός δεν εμφανίζεται στην οθόνη στην 
ενότητα Explore αλλά πρέπει το παιδί που επιλύει το πρόβλημα, που του έχει τεθεί από το 
δεύτερο παιδί του ζευγαριού, να τον «ανακαλύψευ>. Τα παιδιά πρέπει πρώτα με βάση τον 
παρονομαστή του πολλαπλασιαστή να χωρίσουν το κλασματικό μέρος του σπιτιού που έχει
Δραστηριότητα: ^ΕτασκεοάΕω τη τζφοολ»
Λύση
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από την αρχή οριστεί. Κατόπιν να σύρουν μια ταινία με βάση τον αριθμητή του 
πολλαπλασιαστή χρωματίζοντας έτσι το ακριβές τμήμα του σπιτιού όπου τελικά θα
έχουν τη δυνατότητα να δουν τι μέρος του συνολικού σπιτιού θα καταλαμβάνει το δωμάτιό 
τους και να καταχωρίσουν το σχετικό αποτέλεσμα που είναι και το αποτέλεσμα της πράξης 
του πολλαπλασιασμού που από την αρχή τους ζητήθηκε να κάνουν.
Ακολουθεί η παρουσίαση των καταγραφών δύο παιδιών στα φύλλα^ εργασίας τους 
προβλημάτων και λύσης για τη δραστηριότητα αυτή.
Το παιδί στο παράδειγμα αυτό (Σχήμα 4.27) ορίζει τον πολλαπλασιαστή (1/4) αλλά για τον 
πολλαπλασιαστέο πρέπει να συμπεράνουμε, (δεν το ορίζει στην εκφώνηση του 
προβλήματος) από το αποτέλεσμα (γινόμενο) που γράφει (1/8), ότι είναι το 1/2. Δηλαδή η 
πράξη του πολλαπλασιασμού που πρέπει να γίνει (στο φύλλο εργασίας εννοούμενη) για να 
δοθεί απάντηση στο πρόβλημα είναι: 1/4 x 1/2 = 1/8
Στο επόμενο παράδειγμα (Σχήμα 4.28) ορίζεται το υπνοδωμάτιο σε σχέση με ένα τμήμα του 
σπιτιού και τα δύο εκφράζονται αλγεβρικά με κλάσμα.
βρίσκεται το δωμάτιό τους. Πατώντας ένα άλλο κουμπί που βρίσκεται στην οθόνη εργασίας
Δρασττ^ηότψα: «Σϊεδιάζω τα δωαάτιό ιισο»
Λύση
Σχήμα 4.27: Ενοπλα Explore σν\ Jpo.cmjpicrnpa «Σχεόιάΰω το δωμάτιό μου»
Δραστηριότητα: «Σ'τπζόιάΣοο τύχ &*αιι&ττό uov»
Λ,νστχ
S- ν£>
Σχήμα 4.28: Ενόττμα Explore cm] dpacmjpioopa «Σχεδιάζο» το δωμάτιό μου»
—* _ . /·
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4.1.7 7η Ενότητα διδακτικής παρέαβαστκ (020605)
Αντικείμενο της 7ης Ενότητας διδακτικής παρέμβασης ήταν η διαίρεση στα κλάσματα. Η 
επιλογή των προβλημάτων και η σειρά παρουσίασής τους προς επεξεργασία ακολουθεί τη 
λογική της κίνησης από το ευκολότερο προς το δυσκολότερο, έτσι ώστε τα παιδιά να 
εξοικειώνονται σταδιακά με νέες προσεγγίσεις στη διαίρεση κλασμάτων και να 
ανατροφοδοτούνται θετικά ώστε να συνεχίσουν να συμμετέχουν ενεργητικά στη μαθησιακή 
διαδικασία.
Αυτή τη φορά η διδακτική παρέμβαση ξεκίνησε με διαφορετικό από τον συνήθη έως 
τώρα τρόπο. Επιθυμώντας να αναδειχθεί για ακόμη μία φορά η συμβολή των χειραπτικών 
υλικών αλλά και η χρήση αναπαραστατικών μοντέλων στην κατανόηση εννοιών στα 
κλάσματα ακολουθήσαμε αρχικά τον αντίστροφο δρόμο. Δηλαδή ξεκινήσαμε την 
παρέμβαση με διαδικασίες εγγύτερες στην παραδοσιακή διδασκαλία θέτοντας όμως στην 
πορεία ερωτήματα ή ενεργοποιώντας προβληματισμούς, ουσιαστικούς για την κατανόηση 
της διαίρεσης στα κλάσματα. Αυτοί οι προβληματισμοί με τη σειρά τους έφεραν στην 
επιφάνεια την ανάγκη δημιουργίας κλασματικών αναπαραστάσεων και χρήσης υλικών. 
Ακόμη, όπως θα διαπιστώσουμε στη συνέχεια, τα παιδιά άξιο ποιώντας την προηγούμενη 
γνώση τους για τη διαίρεση στους ακέραιους αριθμούς μετέτρεπαν τη διαίρεση κλασμάτων 
σε διαίρεση ακεραίων, διαιρώντας ουσιαστικά μόνο τους αριθμητές των κλασμάτων είτε 
αμέσως όταν αυτά ήταν ομώνυμα, ή μετατρέποντας τα πρώτα σε ομώνυμα (μέθοδος κοινών 
παρονομαστών) βρίσκοντας τα ισοδύναμά τους και μετονομάζοντας έτσι τα αρχικά 
κλάσματα.
Το πρόβλημα που τέθηκε στην αρχή αφορούσε την εύρεση του αριθμού των παιδιών 
που πρέπει να μοιραστούν δίκαια τα 4/6 μιας σοκολάτας ώστε κάθε παιδί να πάρει τα 2/6 
σοκολάτας. Δεν μοιράστηκε φύλλο εργασίας για το πρόβλημα αυτό αλλά ζητήθηκε από τα 
παιδιά να σκεφτούν ποια λύση θα πρότειναν. Το παιδί που είχε σηκωθεί στον πίνακα έλυσε 
το πρόβλημα με τον παραδοσιακό αλγόριθμο, δηλαδή με πολλαπλασιασμό του Διαιρετέου με 
το αντίστροφο του διαιρέτη. Ο διδάσκων ζήτησε στη συνέχεια από το παιδί να δείξει στον 
πίνακα με σχήματα τη σκέψη του. Το παιδί σχεδίασε μια λωρίδα και όρισε χωρίζοντας και 
σκάζοντας επάνω σ’ αυτή το κλάσμα 4/6. Στη συνέχεια σχεδίασε δύο κυκλικά περιγράμματα 
μέσα στα οποία περιέχονταν κάθε φορά το κλάσμα 2/6 οπτικοποιώντας έτσι την απάντηση 
που είχε βρει προηγουμένως χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο της διαίρεσης.
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Κατόπιν παρουσιάστηκε από το διδάσκοντα το ίδιο πρόβλημα με διαφορετικά όμως 
κλάσματα. Το κάθε παιδί θα έπαιρνε 1/4 σοκολάτας, ενώ η σοκολάτα που καλούνταν να 
μοιράσουν δίκαια τα παιδιά ήταν τα 6/8 της σοκολάτας. Το παιδί που βρίσκονταν ήδη στον 
πίνακα επιχείρησε να λύσει και αυτό το πρόβλημα. Εκτέλεσε και πάλι το σχετικό αλγόριθμο 
και βρήκε το αποτέλεσμα. Σ’ αυτή την περίπτωση όμως δυσκολεύτηκε να αναπαραστήσει 
την πράξη με χωρισμό λωρίδας στον πίνακα. Μετά από συζήτηση στην τάξη προέκυψε 
αρχικά ο χωρισμός της σοκολάτας σε 2 ίσα μέρη και κατόπιν σε 4 . Ακολούθησε διαπίστωση 
της ισοδυναμίας του 1/4 — 2/8 και έτσι προέκυψε ότι τα 6/8 της σοκολάτας μοιράστηκαν 3 
μαθητές. Κάποιοι μαθητές χρησιμοποίησαν τη λέξη «σπάσαμε» για τη δημιουργία της 
ισοδυναμίας 1/4 = 2/8 εννοώντας πιθανώς ότι το 1/4 περιέχεται στο κλάσμα 6/8 με τη μορφή 
του ισοδυνάμου του 2/8 σαν να έχει σπάσει, δηλαδή σαν κάθε ένα από τα τέταρτα να έχει 
χωριστεί σε δύο ίσα τμήματα σχηματίζοντας έτσι όγδοα. (Ο.Π. - Καταγραφή Βίντεο 
(020605): 00:00:00-00:06:40)
Στη συνέχεια παρουσιάστηκε στα παιδιά ένα πρόβλημα όπου τα 5/6 σοκολάτας 
μοιράστηκαν σε ημερήσιες μερίδες του 1/6 σοκολάτας και ζητούνταν οι ημερήσιες μερίδες 
που προ έκυπταν ή αλλιώς πόσες ημέρες θα χρειαζόταν για να καταναλωθούν τα 5/6 της 
σοκολάτας. Σχεδόν όλα τα παιδιά απάντησαν αμέσως ότι θα χρειαζόταν 5 ημέρες. Δεν 
επιχείρησαν να κάνουν τον αλγόριθμο της διαίρεσης αλλά αμέσως υπολόγισαν πόσες φορές 
χωρά το 1/6 στο 5/6 δίνοντας τη σωστή απάντηση. Τα παιδιά χρησιμοποίησαν και χειραπτικό 
υλικό (κλασματικές λωρίδες) για την εξεικόνιση της λύσης τους τοποθετώντας διαδοχικά 
από πάνω προς τα κάτω, μια λωρίδα που αναπαριστούσε το Όλο (τα 6/6 σοκολάτας) και 5 
λωρίδες του 1/6 η κάθε μία, τοποθετημένες αυτές η μία δίπλα στην άλλη. Τα παιδιά 
απομακρύνοντας κάθε φορά μια μικρή λωρίδα του 1/6 από το σύνολο των 5/6 προσομοίωναν 
την κατανάλωση μιας μερίδας 1/6 της σοκολάτας.
Από την ανάλυση του Φύλλου Εργασίας 7 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ' σελ. 233 ) που 
επεξεργάστηκαν τα παιδιά και τα οποία αφορούσαν το προαναφερθέν πρόβλημα προκύπτει 
ότι τα 16 από τα 18 παιδιά σχέδιασαν αναπαραστατική λωρίδα στην οποία ορίζονταν με 
χωρισμό και σκίαση το κλάσμα 5/6, ενώ δύο παιδιά στη δικά τους αναπαραστατική λωρίδα 
όρισαν το κλάσμα 1/6. Όλα τα παιδιά έκαναν τη διαίρεση χρησιμοποιώντας τον παραδοσιακό 
αλγόριθμο. Δέκα από τα δεκάξι παιδιά που είχαν σχεδιάσει την αναπαράσταση του 5/6 
όρισαν σ’ αυτή με διαφορετικούς τρόπους, (π.χ. γράφοντας πάνω από κάθε 1/6 τη φράση «1 
ημ.» εννοώντας 1 ημέρα, ή «1 μ.» εννοώντας 1 μερίδα ή γράφοντας 1/6 πάνω από κάθε
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αντίστοιχο κομμάτι της αναπαράστασης) και κάθε μία από τις πέντε ημέρες ή πέντε μερίδες 
(1 μερίδα/ημέρα) που θα χρειαζόταν ώστε να καταναλωθούν τα 5/6 σοκολάτας.
Κατόπιν ένα παιδί παρουσίασε τη λύση του προβλήματος στον πίνακα. Ξεκίνησε με τον 
παραδοσιακό αλγόριθμο και κατόπιν σχεδίασε το αναπαραστατικό σχήμα για το κλάσμα 5/6 
ορίζοντας τις 5 μερίδες σ’ αυτό με πέντε ελλειψοειδή περιγράμματα (ένα για κάθε 1/6). Με 
αφορμή ερώτηση του διδάσκοντος για το εάν εκτός του παραδοσιακού αλγόριθμου της 
διαίρεσης στα κλάσματα υπήρχε άλλος τρόπος να λυθεί αριθμητικά το πρόβλημα έγινε μια 
συζήτηση στην τάξη και προτάθηκε από κάποια παιδιά με τη χαρακτηριστική φράση «να 
βρούμε πόσες φορές χωράει το 1/6 στο 5/6» μια διαδικασία όμοια με τη διαίρεση των 
ακεραίων αριθμών, δηλ. η εύρεση του αριθμού ο οποίος αν πολλαπλασιαζόταν με το 1/6 θα 
μας έδινε το 5/6. Στη συνέχεια ο διδάσκων αλλάζοντας το πρόβλημα από πρόβλημα με 
σοκολάτα, σε πρόβλημα με πίτσα και διατηρώντας τα ίδια αριθμητικά δεδομένα 
χρησιμοποίησε το διαφανοσκόπιο όπου επανέλαβε τη διαδικασία που είχαν ακολουθήσει τα 
παιδιά στις ομάδες (με χρήση κλασματικών λωρίδων), χρησιμοποιώντας αυτός για την 
περίσταση κλασματικούς κύκλους. (Ο.Π. - Καταγραφή Βίντεο (020605): 00:12:31 - 
00:19:41)
Στη συνέχεια παρουσιάστηκε από το διδάσκοντα ένα πρόβλημα όπου τα 5/6 μιας 
σοκολάτας μοιράστηκαν σε ημερήσιες μερίδες των 2/6 σοκολάτας και ζητούνταν οι 
ημερήσιες μερίδες που προέκυπταν ή αλλιώς πόσες ημέρες θα χρειαζόταν για να 
καταναλωθούν τα 5/6 της σοκολάτας. Ο διδάσκων συμπλήρωσε ότι τα παιδιά θα μπορούσαν 
αν ήθελαν να θεωρήσουν ότι το πρόβλημα αναφέρεται σε πίτσα αντί για σοκολάτα. Αυτό 
έγινε για να έχουν τα παιδιά περισσότερες δυνατότητες αναπαράστασης των κλασμάτων που 
θα χειριζόταν κατά την επεξεργασία του προβλήματος.
Στα παιδιά μοιράστηκε φύλλο εργασίας με το παραπάνω πρόβλημα και ακολουθήθηκε 
διαδικασία ανάλογη των προηγούμενων διδακτικών παρεμβάσεων. Δηλαδή αρχικά ατομική 
επεξεργασία του προβλήματος, στη συνέχεια συζήτηση στο πλαίσιο της ομάδας και τέλος 
στο πλαίσιο της ολομέλειας της σχολικής τάξης, καλώντας ένα παιδί να παρουσιάσει στην 
τάξη τη λύση που πρότεινε. Χρησιμοποιώντας το διαφανοσκόπιο και το σετ των 
κλασματικών κύκλων το παιδί τοποθέτησε υποδιαιρέσεις του Όλου και συγκεκριμένα 5 
κομμάτια του 1/6 και άρχισε να σχηματίζει μερίδες λέγοντας: 2/6 μία μερίδα, 2/6 άλλη μία 
μερίδα και άλλο 1/6 μισή μερίδα. Όταν ολοκλήρωσε το παιδί την παρουσίαση της λύσης του, 
ο διδάσκων κατασκεύασε στον πίνακα έναν κύκλο που αναπαριστούσε την πίτσα και
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επανέλαβε τη διαδικασία σχηματισμού των μερίδων, όπως είχε γίνει από το παιδί στο 
διαφανοσκόπιο. Όταν τα παιδιά κλήθηκαν να απαντήσουν πώς εκφράζεται αυτό αριθμητικά 
ενώ τα περισσότερα πρότειναν το 2 1/2 , ένα παιδί πρότετνε το 2 1/6. Στο σημείο αυτό ο 
διδάσκων επανήλθε στο αρχικό ερώτημα τονίζοντας ότι ζητάμε μερίδες και δείχνοντας και 
πάλι στο διαφανοσκόπιο το κομμάτι που είχε μείνει (1/6 της πίτσας) ζήτησε από το παιδί να 
το ορίσει ως μερίδα. Το παιδί απάντησε ότι είναι 14 της μερίδας αφού 1 ολόκληρη μερίδα 
χρειαζόταν 2/6 της πίτσας. Ο διδάσκων τόνισε ότι ζητάμε μερίδες και γι αυτό προκύπτει ως 
αποτέλεσμα το 2 14. (Ο.Π. - Καταγραφή Βίντεο (020605): - 00:18:01 - 00:25:30)
Κατόπιν ο διδάσκων παρουσίασε προς συζήτηση στην τάξη τη σκέψη ενός φανταστικού 
παιδιού (υποθέτοντας ότι δεν έχουν χρησιμοποιηθεί αναπαραστατικά σχήματα) που θεώρησε 
ότι το 2 1/2 σήμαινε 2 ολόκληρες σοκολάτες και μισή σοκολάτα ακόμη. Κάποια παιδιά 
απαντούν ότι δεν είναι αυτό σωστό γιατί μιλάμε για μερίδες και όχι για ολόκληρες 
σοκολάτες. Ο διδάσκων στον πίνακα παίρνοντας το αποτέλεσμα 2 1/2 ακολούθησε την 
αντίστροφη πορεία και μιλώντας για μερίδες των 2/6 οδηγήθηκε στο αρχικό ποσό 5/6 
πίτσας. (Ο.Π. - Καταγραφή Βίντεο (020605): 00:32:20 - 00:35:50)
Κατά την ανάλυση των φύλλων εργασίας των παιδιών και ανάλογα με τον τρόπο 
χρήσης των αναπαραστατικών σχημάτων καθώς και την αριθμητική προσέγγιση του 
προβλήματος (χρήση αλγορίθμων, παρουσίαση αποτελέσματος) από τα παιδιά διακρίναμε τις 
παρακάτω αντιπροσωπευτικές κατηγορίες απαντήσεων:
Την Κατηγορία Απαντήσεων 1 όπου τα παιδιά (5 από τα 18) έλυσαν σωστά το 
πρόβλημα χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο της διαίρεσης και σχεδιάζοντας κυκλικά 
αναπαραστατικά σχήματα επάνω στα οποία όρισαν λεκτικά και αριθμητικά τις δυόμισι
μερίδες. Στο παρακάτω σχήμα (Σχήμα 4.29) έχουμε τη μετατροπή του 2— σε 2— και το
ανάλογο αναπαραστατικά σχήμα.
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Σχήμα 4.29: Φύλλο Εργασίας 7 - (Καττρ/ορία Απαντήσεων I)
Στα δύο παραδείγματα που ακολουθούν παρατηρούμε ότι ενώ και τα δύο παιδιά έχουν
χωρίσει και σκιάσει ορθά τα αναπαραστατικά σχήματα, το μεν ένα (Σχήμα 4.30) θέλοντας
προφανώς να ονομάσει την μισή μερίδα τοποθετεί το κλάσμα ιΛ στο κομμάτι της πίτσας που
πράγματι θα αποτελέσει τη μισή μερίδα, όμως στο σχήμα θα έπρεπε να γραφεί, ή λεκτικά
«μισή μερίδα» ή να γραφεί το κλάσμα 1/6 και κατόπιν να διευκρινιστεί ότι το 1/6 είναι μισή
μερίδα. Το άλλο παιδί (Σχήμα 4.31) ενώ για να ορίσει τις ολόκληρες μερίδες έγραψε δύο
2 1
φορές 1 x------*-1 μερίδα όταν επιχείρησε να ορίσει τη μισή μερίδα έγραψε 1 x —► 1 μερίδα
6 . 2
αντί του ορθού 1 χ μισή μερίδα ή 1/2 μερίδας. Θα μπορούσαμε πιθανώς να
6
ερμηνεύσουμε τα προαναφερόμενα ως περιπτώσεις μετωνυμίας, δηλ. τα παιδιά γράφοντας 
1/2 να εννοούν 1/2 μερίδας. Παραμένει βέβαια η ανάγκη τα παιδιά να είναι σε θέση να 
αντιστοιχίζουν ορθά αναπαραστατικά σύμβολα και κλασματικούς αριθμούς.
Σχήμα 4_30: Φύλλο Εργασίας 7 - (Κ. A. 1)
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Σχήμα 4.31: Φύίΰο Εργασίας 7 - (Κ. Λ. 1)
Στην Κατηγορία Απαντήσεων 2, τα 13 από τα 18 παιδιά χρησιμοποίησαν κλασματικές 
ράβδους ως αναπαραστατικά σχήματα και τα 10 από αυτά παρουσίασαν ολοκληρωμένο τον 
παραδοσιακό αλγόριθμο της διαίρεσης (Σχήμα 4.32) ενώ 3 παιδιά δεν κάνουν αντιστροφή 
και πολλαπλασιασμό παρά εμφανίζουν ως δεύτερος μέλος της ισότητας στην πράξη της 
διαίρεσης, το αποτέλεσμά της (Σχήμα 4.33)
λ
Σχήμα 4.33: Φύλλο Εργασίας 7-(Κ. Α. 2)
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Στην Κατηγορία Απαντήσεων 3 υπάρχουν 2 παιδιά τα οποία όπως φαίνεται (Σχήμα 4.34) που 
ακολουθεί έκαναν λάθος στην πράξη της διαίρεσης.
Σχήμα 434: Φύλλο Εργασίας 7- (Κ. .4. 3)
Στο πρόβλημα που ακολουθεί τα παιδιά κλήθηκαν να βρουν με τα 7/8 μιας κανάτας με 
πορτοκαλάδα πόσα ποτήρια θα γεμίσουν, αν το κάθε ένα χωρά όσο τα 3/8 της κανάτας 
Ο διδάσκων πρότεινε να μην κάνουν αμέσως την πράξη αλλά να δοκιμάσουν να εργαστούν 
πρώτα με το χειραπτικό υλικό και με σχήματα στο Φύλλο Εργασίας 8 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ' 
σελ. 234) που τους είχαμε δώσει. Το χειραπτικό υλικό που επέλεξαν τα παιδιά για την 
επεξεργασία του προβλήματος ήταν οι κλασματικές λωρίδες. Τα παιδιά εργάστηκαν πρώτα 
ατομικά, κατόπιν στο πλαίσιο της ομάδας, στη συνέχεια αντάλλαξαν απόψεις με μέλη άλλων 
ομάδων και ακολούθησε παρουσίαση της σκέψης κάποιων παιδιών και σχετική συζήτηση με 
την ολομέλεια της τάξης.
Ακολουθούν κάποια χαρακτηριστικά αποσπάσματα της παραπάνω διαδικασίας:
Ένα παιδί συζητώντας με μέλος της ομάδας του αναφέρει ότι η απάντησή του στο 
ερώτημα του προβλήματος είναι 2 και άλλο 1/8. Αιτιολόγησε αυτή του την απάντηση 
λέγοντας ότι αφού άδειασε τα 7/8 της κανάτας με την πορτοκαλάδα σε δύο ποτήρια βάζοντας 
στο καθένα από 3/8 έμεινε για να βάλει στο τρίτο ποτήρι 1/8. Όταν ο διδάσκων του ζήτησε 
να διευκρινίσει αν με την απάντησή του εννοούσε 2 και 1/8 του ποτηριού το παιδί άλλαξε 
την απάντησή του σε 2 και 1/3 του ποτηριού. (Ο.Π. — Καταγραφή Βίντεο (020605):
• 00:41:30-00:41:50)
Κάποιο άλλο παιδί σκίασε αρχικά τα 8/8 και οδηγήθηκε σε λάθος συμπέρασμα. Με την 
παρέμβαση του συνεργάτη του διδάσκοντος πρόσεξε καλύτερα την εκφώνηση του 
προβλήματος και διόρθωσε. (Ο.Π. - Καταγραφή Βίντεο (020605): 00:43:50 - 00:44:20)
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Στη συνέχεια ένα παιδί παρουσίασε τη λύση του στον πίνακα. Κατασκεύασε μια λωρίδα 
(όρθια) στον πίνακα και τη χώρισε σε όγδοα ξεκινώντας διαδοχικά από δεύτερα και τέταρτα. 
Σκίασε τα 7/8, σχεδίασε ποτήρια, αρχικά σχετικά μακριά από τη ράβδο που αναπαριστά την 
κανάτα και κατόπιν, με προτροπή του διδάσκοντος, δίπλα από τη ράβδο ώστε να γίνεται 
ευκολότερα η σύγκριση και ο παραλληλισμός. Το παιδί βρήκε τελικά την απάντηση (2 1/3) 
στο πρόβλημα χωρίς να κάνει πράξη. Ο διδάσκων απευθυνόμένος στην ολομέλεια της τάξης 
ρώτησε αν υπάρχει συμφωνία με την απάντηση αυτή λέγοντας παράλληλα ότι αυτός βλέπει 2 
ποτήρια και 1/8 πορτοκαλάδας ακόμη σε ένα τρίτο ποτήρι. Ακολούθησε επισήμανση από τα 
παιδιά ότι το ερώτημα αφορούσε ποτήρια και έγινε ο διαχωρισμός ανάμεσα στο 1/8 της 
κανάτας και το 1/3 του ποτηριού ενώ επισημάνθηκε ακόμη ότι στο ποτήρι έχουμε 1/8 της 
κανάτας και αφού το ποτήρι χωρά 3/8 έχουμε το 1/3 του 3/8 δηλαδή το 1/3 του ποτηριού. 
(Ο.Π. — Καταγραφή Βίντεο (020605): 00:46:20 - 00:52:10)
Από τις απαντήσεις των παιδιών στο Φύλλο Εργασίας 8 έχουμε επιλέξει και 
παρουσιάζουμε στη συνέχεια κάποιες χαρακτηριστικές και αντιπροσωπευτικές περιπτώσεις: 
Α) Όπως φαίνεται στα Σχήματα 4.35 και 4.36 που ακολουθούν, τα παιδιά ενώ έχουν σκιάσει 
την κανάτα κατά τα 7/8 της, καταγράφουν το επάνω 1/8 της κανάτας ως 1/3 (το ένα παιδί 
μάλιστα το επαναλαμβάνει και στο ποτήρι). Ενώ δηλαδή πραγματικά το αποτέλεσμα είναι 2 
1/3 (όπως τουλάχιστον καταγράφει το ένα παιδί) φαίνεται να έχουν δυσκολία στη διάκριση 
του 1/8 ως τμήμα της κανάτας (η κανάτα ως το Όλον αναφοράς) και στο 1/3 δηλ. το 1/3 του 
3/8, ως τμήμα του ενός ποτηριού (το ποτήρι ως το Όλον αναφοράς).
* ΐ ,_Ι____ 2_- 'λ-; 1-ί
Τ:!" C1 ' 3 ' ^ «4
Σχήμα 4.35: Φύλλο Εργασίας 8
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Σχήμα 436: Φύλλο Εργασίας 8
Β) 'Οπως μπορούμε να παρατηρήσουμε στο Σχήμα που ακολουθεί (Σχήμα 4.37), το παιδί 
έγραψε 3/8 + 3/8 +1/3=2 1/3 που είναι βέβαια λάθος. Εάν θεωρήσουμε ότι το παιδιά 
πραγματικά με το σύμβολο «+» εννοεί την πράξη της πρόσθεσης τότε φαίνεται να συνάντησε 
δυσκολίες στη κατανόηση του ότι όταν κάνουμε την πρόσθεση 3/8 + 3/8 + 1/3 (όπως και 
κάθε πρόσθεση) πρέπει να αναφερόμαστε στο ίδιο Όλο για όλους τους προσθετέους. Στην 
περίπτωση μας αυτό δεν μπορεί να συμβεί γιατί το μεν 3/8 αναφέρεται και τις δύο φορές στο 
Όλον 8/8 της κανάτας, ενώ το 1/3 αναφέρεται στο Όλον 3/3 του ποτηριού. Εάν όμως 
θεωρήσουμε ότι το παιδί με το σύμβολο «+» εννοεί τη λέξη «και», μπορούμε να δεχθούμε ως 
ορθή τη σκέψη του αφού στην περίπτωση αυτή πράγματι το ποτήρι πορτοκαλάδας που χωρά 
3/8 της κανάτας χωρά με τη σειρά του 2 1/3 φορές στο 7/8.
Σχήμα 437: Φύλλο Εργασίας 8
|Ξκτός από τις περιπτώσεις απαντήσεων στις οποίες ήδη αναφερθήκαμε, κάποια παιδιά 
-έδωσαν ελλιπείς απαντήσεις, π.χ. χωρίς ολοκληρωμένες σχηματικές αναπαραστάσεις ή / και 
αιτιολόγηση μέσω πράξεων ή λεκτικής ερμηνείας.
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Στη συνέχεια δώσαμε στα παιδιά το Φύλλο Εργασίας 9 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ' σελ. 235) το 
οποίο περιείχε ένα ακόμη πρόβλημα διαίρεσης. Σ’ αυτό τα παιδιά καλούνταν να βρουν 
πόσες μερίδες κέικ μπορούμε να έχουμε από τέσσερα κέικ όταν η κάθε μερίδα είναι 3/5 του 
κέικ. Πριν τα παιδιά ξεκινήσουν να επεξεργάζονται το πρόβλημα ο διδάσκων πρότεινε στα 
παιδιά να ονομάσουν εάν επιθυμούν τις μερίδες με τους αριθμούς 111 για την πρώτη μερίδα 
του κέικ που σχηματίζεται από τα 3/5 κέικ, τη δεύτερη με 222 κ.ο.κ.
Η διαδικασία που ακολουθήθηκε ήταν η συνήθης, πρώτα ατομική επεξεργασία του 
προβλήματος, στη συνέχεια συνεργασία στην ομάδα και ανάμεσα στις ομάδες και στη 
συνέχεια παρουσίαση λύσεων από παιδιά σ’ όλη την τάξη. Τα παιδιά χρησιμοποίησαν 
χειραπτικά υλικά (κυρίως κλασματικές λωρίδες) για την επεξεργασία του προβλήματος. 
Άλλα παιδιά σχέδιασαν κύκλους και άλλα λωρίδες ως αναπαραστάσεις των κέικ. Σε μία από 
τις ομάδες (μέλη 5) τα παιδιά ξεκίνησαν να σχεδιάζουν αναπαραστατικές κλασματικές 
ράβδους χωρίς να έχουν εργαστεί με χειραπτικά υλικό. Ένα παιδί που είχε σκιάσει τα 3/5 σε 
κάθε ένα από τα ραβδόμορφα κέικ που είχε σχεδιάσει, ανέφερε ως αποτέλεσμα τις 4 μερίδες. 
Στην ερώτηση του συνεργάτη του διδάσκοντος για το τι ήταν τα υπόλοιπα κομμάτια σε κάθε 
κέικ τα οποία δεν είχε σκιάσει έδωσε την ασαφή απάντηση ότι αυτά φαίνονταν καλύτερα. 
(Ο.Π. — Καταγραφή Βίντεο (020605): 00:58:33 — 00:59:02)
Ο συνεργάτης του διδάσκοντος επισήμανε σε δύο παιδιά, που είχαν σκιάσει σε κάθε 
κέικ μόνο τα 3/5 του, ότι θα μπορούσε κάποιος βλέποντας τα να υποθέσει ότι οι μερίδες θα 
είναι τέσσερις. Τα παιδιά του έδειξαν επάνω στα σχήματα πώς προκύπτουν και οι υπόλοιπες 
μερίδες και μάλιστα ανάφεραν ότι τα 2/5 του τέταρτου κέικ που μένουν ήταν τα 2/3 της 
μερίδας των 3/5. (Ο.Π. - Καταγραφή Βίντεο (020605): 00:59:45 - 01:00:20)
Κάποιο άλλο παιδί έδωσε την απάντηση 5 2/5μερίδες στο ερώτημα του προβλήματος. 
Με τη βοήθεια του συνεργάτη του διδάσκοντος αντιλήφθηκε ότι είναι περισσότερες οι
2
μερίδες αλλά απάντησε 6 — . Διόρθωσε κατόπιν όταν με την υπόδειξη του συνεργάτη του
διδάσκοντος αντιλήφθηκε ότι η αναφορά στο πρόβλημα γίνεται σε μερίδες και όχι απλά σε 
κομμάτια κέικ. (Ο.Π. -Καταγραφή Βίντεο (020605): 01:01:08 - 01:02:10)
Στη συνέχεια ο διδάσκων σχεδίασε στον πίνακα τέσσερις λωρίδες τις οποίες χώρισε σε 
πέμπτα (αυτό συνέβη για «τεχνικούς» κυρίως λόγους επειδή όπως γνωρίζουμε ο χωρισμός σε 
τρίτα, πέμπτα κ.λ,π. από τα παιδιά είναι κάπως δύσκολος). Ένα παιδί σημείωσε διαδοχικά 
τον αριθμό 1 και στα 3 κομμάτια του πρώτου κέικ , το 2 στα 3 κομμάτια του δεύτερου κέικ
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κ.ο.κ. μέχρι τον αριθμό 4 στα 3 κομμάτια του τέταρτου κέικ και με τη βοήθεια των άλλων 
παιδιών οδηγήθηκε στο να καταγράψει επάνω στα κέικ με τους αριθμούς 5 και 6 τις άλλες 
δύο μερίδες των 3/5 του κέικ. Ο διδάσκων σχεδίασε πιατάκια που στο καθένα το παιδί 
τοποθέτησε την αντίστοιχη μερίδα των 3/5. Στη συνέχεια από τη συζήτηση στην τάξη 
προέκυψε η απάντηση στο πρόβλημα που ήταν 6 2/3. (Ο.Π. - Καταγραφή Βίντεο (020605): 
01:05:10-01:11:32)
Από την ανάλυση των απαντήσεων των παιδιών στο Φύλλο Εργασίας 9 που τους 
μοιράσαμε προκύπτουν τα ακόλουθα στοιχεία. Από τα 18 παιδιά δύο χρησιμοποίησαν 
κύκλους ως αναπαραστατικά σχήματα των κέικ (βλ. Σχήμα 4.38) και εξ αυτών το ένα παιδί 
αποκλειστικά κύκλους ενώ το άλλο και κλασματικές λωρίδες.
Σχήμα 438: Φύλλο Εργασίας 9
Από τα υπόλοιπα 13 παιδιά που ξεχώρισαν τις μερίδες ορίζοντάς τες επάνω στα κέικ 
(κλασματικές λωρίδες) κάποια σημείωσαν για κάθε μερίδα διαδοχικά 111, 222, 333, 444, 
555, 666 και άφησαν λευκά τα δύο κομμάτια του τέταρτου κέικ που δεν συμπλήρωναν 
ολόκληρη μερίδα ενώ κάποια άλλα σκίασαν διαφορετικά κάθε μερίδα. Θα προσθέταμε για 
τη συνολική εικόνα των απαντήσεων των παιδιών στο Φύλλο Εργασίας 9 ότι κανένα από τα 
παιδιά δεν έκανε την πράξη της διαίρεσης με τον παραδοσιακό τρόπο. Ο Pagni αναφέρει 
σχετικά ότι τα παιδιά χρησιμοποιώντας χειραπτικά υλικά μπορούν να απαντήσουν ορθά σε 
ένα πρόβλημα πολλαπλασιασμού κλασμάτων χωρίς να χρειαστεί να ανακαλέσουν και να 
χρησιμοποιήσουν για το σκοπό αυτό μηχανιστικές διαδικασίες και κανόνες όπως 
«πολλαπλασιάζουμε αριθμητές και παρονομαστές» ή «αντιστρέφουμε και
πολλαπλασιάζουμε» (Pagni στο Sebesta and Martin 2004 σελ.8).
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Στις αρχικές μας προθέσεις ήταν (η πίεση του χρόνου και η φυσιολογική κόπωση των 
παιδιών δεν το επέτρεψε) να αναφερθούμε χρησιμοποιώντας το πρόβλημα του Φύλλου 
Εργασίας 9 στην αιτιολόγηση του πολλαπλασιασμού με το αντίστροφο του διαιρέτη όταν 
πραγματοποιείται διαίρεση με διαιρέτη κλάσμα. Εκεί θα είχαμε τη δυνατότητα να 
προσεγγίσουμε το 4 -η 3/5 = 4 χ 5/3 με τη λογική ότι το 5/3 στην περίπτωση αυτή σημαίνει 
3/3 μιας μερίδας (δηλαδή μια μερίδα) + 2/3 μερίδας ή αλλιώς ότι σε κάθε κέικ υπάρχει μια 
ολόκληρη μερίδα και ακόμη 2/3 μερίδας άρα κάνοντας 4 x 5/3 σημαίνει ότι γνωρίζοντας 
πόσες μερίδες υπάρχουν σε ένα κέικ, βρίσκουμε πόσες μερίδες υπάρχουν στα τέσσερα κέικ 
δηλαδή απαντούμε στο αρχικό ερώτημα που μας είχε οδηγήσει στην πράξη της διαίρεσης.
4.1.8 8η Ενότητα διδακτικής παρέαβαστκ (060605)
Η διδακτική παρέμβαση αυτή, όπως και εκείνη της προηγούμενης ημέρας αφορούσε τη 
διαίρεση στα κλάσματα. Πραγματοποιήθηκε σε δύο φάσεις η μία στην αίθουσα της τάξης και 
η άλλη στο εργαστήριο υπολογιστών.
Πριν περάσουμε στην παρουσίαση των δύο αυτών φάσεων θα πρέπει να περιγράφουμε 
την τέταρτη δραστηριότητα από την ενότητα “Beyond” του λογισμικού “Fraction 
Operations” με τίτλο «Γεμίζω δοχεία για τα πειράματά μου με υγρά» η οποία αποτέλεσε 
κεντρικό εργαλείο αυτής της παρέμβασης. Στη δραστηριότητα «Γεμίζω δοχεία για τα 
πειράματά μου με υγρά» βρισκόμαστε σε ένα εργαστήριο όπου υπάρχουν δοχεία για 
πειράματα, μεγαλύτερα και μικρότερα, άλλα που περιέχουν υγρά και άλλα όχι. Στην οθόνη 
εμφανίζεται ένα μεγάλο δοχείο που παίζει το ρόλο του διαιρετέου και το οποίο περιέχει μια 
ποσότητα υγρού που αναλογεί στο κλάσμα που αναγράφεται στο ανώτερο σημείο της 
στάθμης του υγρού. Ακόμη υπάρχουν κάποια μικρότερα κενά δοχεία που παίζουν το ρόλο 
του διαιρέτη, στα οποία επίσης αναγράφεται το κλάσμα που φανερώνει τη χωρητικότητά 
τους. Υπάρχει ακόμη μια συσκευή μέτρησης με την οπαία μπορούμε να δημιουργήσουμε 
υποδιαιρέσεις της χωρητικότητας των μικρών δοχείων. Τα παιδιά καλούνται να βρουν πόσα 
μικρά δοχεία θα χρειαστούν για να μεταγγιστεί όλο το υγρό που περιέχεται κάθε φορά στο 
μεγάλο δοχείο. Με άλλα λόγια πόσα μικρά δοχεία «χωράνε» μέσα στο μεγάλο. Για να γίνει 
.αυτό πρέπει τα παιδιά να τοποθετήσουν μικρά δοχεία επάνω στο μεγάλο μέχρι το ανώτερο 
σημείο της στάθμης του υγρού μέσα στο μεγάλο δοχείο. Έτσι σχηματίζεται ο αριθμός που 
δηλώνει πόσα μικρά δοχεία τοποθετήσαμε. Πατώντας ένα άλλο κουμπί το υγρό του μεγάλου 
δοχείου αδειάζει στα μικρότερα δοχεία και έτσι διαπιστώνουμε (κάποιες τουλάχιστον φορές
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και ανάλογα με τα κλάσματα που έχουμε) ότι π.χ. το υγρό που έχει χυθεί σε ένα από τα μικρά 
δοχεία δεν το καλύπτει ολόκληρο ή μπορεί το δοχείο μετάγγισης να είναι μεγαλύτερο από το 
αρχικό δοχείο. Στην περίπτωση αυτή χρησιμοποιούμε το δοχείο μέτρησης και 
εξακριβώνουμε το κλάσμα του δοχείου μετάγγισης που εκφράζει (χωρικά) το ακριβές 
περιεχόμενο του δοχείου. Με αυτό τον τρόπο μπορούμε να διορθώσουμε την αρχική μας 
καταγραφή. Πατώντας τώρα ξανά το κουμπί το υγρό που εντωμεταξύ είχε επανέλθει στο 
μεγάλο δοχείο αδειάζει ξανά στα μικρότερα δοχεία, καταγράφεται ταυτόχρονα η πράξη της 
διαίρεσης και γίνεται η επιβεβαίωση του ορθού ή του μη ορθού των ενεργειών μας. 
Συμπληρωματικά πρέπει να πούμε ότι επειδή μόνο το τελευταίο από τα μικρά δοχεία- στα 
οποία θα αδειάσει το υγρό από το μεγάλο δοχείο- μπορεί να υποδιαιρεθεί με τη βοήθεια της 
συσκευής μέτρησης δεν είναι δυνατόν να γίνει άμεση χρήση «εντός» της δραστηριότητας, 
της μεθόδου του κοινού παρονομαστή ανάμεσα στον διαιρετέο και τον διαιρέτη.
Η δραστηριότητα του λογισμικού, την οποία μόλις περιγράψαμε, παρουσιάστηκε στα 
παιδιά από το διδάσκοντα στην έναρξη της πρώτης φάσης αυτής της διδακτικής παρέμβασης 
με χρήση φορητού υπολογιστή, βιντεοπροβολέα και οθόνης προβολής. Συγκεκριμένα στην 
αρχή παρουσιάστηκαν οι βασικές λειτουργίες στη δραστηριότητα με χρήση συγκεκριμένων 
παραδειγμάτων και ακολούθησαν δραστηριότητες που κατασκεύαζε ο διδάσκων με τη 
βοήθεια του εργαλείου Explore (δηλ. έδινε τα δεδομένα του προβλήματος) και τα παιδιά 
καλούνταν να εργαστούν με το Φύλλο Εργασίας 10 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ' σελ. 238 - 240) με τη 
γνωστή μέχρι τώρα διαδικασία, πρώτα επεξεργασία ατομικά, κατόπιν στο πλαίσιο της 
ομάδας και μετά ανάμεσα στις ομάδες, επιχειρούσαν να απαντήσουν στο πρόβλημα. Για το 
σκοπό αυτό μπορούσαν να χρησιμοποιήσουν αναπαραστατικά σχήματα αλλά και τα 
χειραπτικά υλικά που θα επέλεγαν τα ίδια. Ακόμη, μέσα από τις συζητήσεις που έλαβαν 
χώρα στη φάση της παρουσίασης παραδειγμάτων από τη συγκεκριμένη δραστηριότητα του 
λογισμικού, προέκυψε η ιδέα της αναζήτησης κλασματικών ισοδυνάμων του διαιρετέου και 
του διαιρέτη ώστε αυτοί να καταστούν ομώνυμα κλάσματα και έτσι να προ κύψει το πηλίκο 
τους. Όπως αναφέραμε ήδη σε προηγούμενο σημείο του κειμένου, η δραστηριότητα αυτή 
του λογισμικού δεν υποστηρίζει τη μέθοδο του κοινού παρονομαστή, δεν μπορεί δηλαδή να 
παρουσιαστεί επίλυση διαίρεσης στην οθόνη του υπολογιστή με αυτή τη μέθοδο. Όταν 
λοιπόν επιλέγαμε τη μέθοδο του κοινού παρονομαστή, κάτι που γινόταν πολύ συχνά, για την 
επίλυση προβλημάτων διαίρεσης η λειτουργία αυτής της δραστηριότητας στην οθόνη ήταν 
κυρίως να επιβεβαιώνει το αποτέλεσμα και βέβαια στην περίπτωση που το πηλίκο ήταν
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μεικτός αριθμός η χρήση του εργαλείου μέτρησης συνέβαλε ιδιαίτερα στην κατανόηση της 
διαδικασίας εύρεσης του κλασματικού μέρους του μεικτού αριθμού.
Παρουσίαση πρώτης ωάστκ (σγολική τάζη)
1η Δραστηριότητα
Η πρώτη δραστηριότητα που κατασκεύασε ο διδάσκων με τη βοήθεια του εργαλείου Explore 
ήταν ένα πρόβλημα όπου ζητούνταν να βρεθεί πόσα δοχεία χωρητικότητας 2/5 του λίτρου θα 
χρειαζόταν για να μεταγγιστεί υγρό 4/5 του λίτρου που βρίσκεται σε ένα άλλρ δοχείο.
Ένα παιδί απάντησε σωστά λέγοντας ότι χρειάζονται δύο δοχεία των 2/5 το καθένα και 
αιτιολόγησε την απάντησή του κάνοντας (προφορικά) πρόσθεση: 2/5 +2/5 = 4/5. Ο διδάσκων 
στη συνέχεια ρώτησε πόσες φορές χωράει το 2/5 στο 4/5 και παίρνοντας την απάντηση 
«δύο» ανέφερε ότι 2 φορές το 2/5 κάνει 4/5 εισάγοντας με αυτό τον τρόπο την ισότητα 
Δ = δ · π (όταν υ = 0). Μάλιστα ανέφερε ότι εφόσον τα κλάσματα είναι ομώνυμα πρακτικά 
το πηλίκο προκύπτει από τη διαίρεση των αριθμητών. Ο στόχος ήταν τα παιδιά στην 
περίπτωση αυτή να κάνουν χρήση της προηγούμενης γνώσης που κατέχουν για τη διαίρεση 
στους ακεραίους και στη διαίρεση στα κλάσματα και παράλληλα να δειχθεί γι άλλη μία φορά 
η σημασία της μεθόδου του κοινού παρονομαστή για τη διαίρεση στα κλάσματα. (Ο.Π. - 
Καταγραφή Βίντεο (060605): 00:02:14 - 00:03:00)
2η Δραστηριότητα
Στην περίπτωση αυτή το πρόβλημα αφορούσε μετάγγιση δοχείου που περιείχε 3/4 του 
λίτρου υγρό σε δοχεία των 2/4 του λίτρου. Ένα παιδί πρότετνε να ελεγχθεί πόσες φορές χωρά 
το δοχείο των 2/4 του λίτρου σε εκείνο των 3/4 του λίτρου. Στην ερώτηση του διδάσκοντος 
εάν χωράει και άλλο δοχείο των 2/4 το παιδί απάντησε ότι δεν χωρούσε. Προφανώς 
εννοούσε ότι δεν χωρούσε ολόκληρο. Ο διδάσκων στο σημείο αυτό επισήμανε ότι θα 
μπορούσαμε να πούμε ότι χωρά αλλά όχι ολόκληρο. Δηλαδή ένα κομμάτι του 2/4 χωράει 
ολόκληρο. Ένα άλλο παιδί απάντησε ότι χωρούσε ακόμα 1/4 του λίτρου. Ο διδάσκων 
επισήμανε ότι ήταν 1/4 ακόμη του υγρού αλλά πρέπει να βρεθεί αυτό το 1/4 του υγρού τι 
μέρος του δοχείου των 2/4 είναι. Ένα άλλο παιδί απάντησε αμέσως ότι ήταν 1/2 του δοχείου. 
Η απάντηση αυτή ήταν ορθή και η επιβεβαίωσή της επιτεύχθηκε με τη χρήση του εργαλείου 
^μέτρησης που διέθετε η δραστηριότητα. Ολοκληρώνοντας τη δραστηριότητα τα παιδιά 
κατέληξαν στο 3/4 + 2/4 = 1 1/2. (Ο.Π. - Καταγραφή Βίντεο (060605): 00:05:00 - 
00:08:35) Τα παιδιά στη συνέχεια κλήθηκαν από το διδάσκοντα να επεξεργαστούν τις 
δραστηριότητες, που θα προετοίμαζε ο ίδιος με τη βοήθεια του εργαλείου «explore» στον
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υπολογιστή, στο φύλλο εργασίας τους πρώτα ατομικά, στη συνέχεια στο πλαίσιο της ομάδας 
τους και κατόπιν ανάμεσα στις ομάδες και όπου το κρίνουν σκόπιμο να κάνουν χρήση του 
χειραπτικού υλικού. Τονίστηκε ότι μπορούσαν να κάνουν τη διαίρεση κάθε φορά 
χρησιμοποιώντας σχήματα και ψάχνοντας για ισοδύναμα των κλασμάτων που «εμπλέκονταυ> 
στη διαίρεση ώστε τελικά αυτά να γίνονται ομώνυμα και να προκύπτει έτσι με μεγαλύτερη 
άνεση το αποτέλεσμα της διαίρεσης.
Φύλλο Εργασίας 10- 1η Δραστηριότητα (00:19:10 - 00:30:50)
Δεδομένα προβλήματος Γ Αρχικό δοχείο: 4/6 λίτρου
Δοχεία μετάγγισης: 2/6 λίτρου
Από την ανάλυση των απαντήσεων στα 17 φύλλα εργασίας που συμπληρώθηκαν από τα 
παιδιά για το παραπάνω πρόβλημα προκύπτει ότι στα 16 από αυτά υπάρχουν ορθά 
αναπαραστατικά σχήματα και για τα δύο είδη δοχείων ενώ η διαίρεση γίνεται ολοκληρωμένα 
στα 10 φύλλα εργασίας. Στα υπόλοιπα 6 φύλλα εργασίας αναφέρεται κατευθείαν το πηλίκο. 
Χαρακτηριστικά είναι τα παραδείγματα που ακολουθούν:
Σχήμα 439: Φύλλο Εργασίας 10 - }η Δραστηριότητα
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Σχήμα 4.40: Φύλλο Εργασίας 10 - Ιη Δραστηριότητα
Κατά την παρουσίαση της λύσης στην τάξη του παραπάνω προβλήματος από ένα παιδί, αυτό 
ανάφερε ότι έγραψε το αποτέλεσμα της διαίρεσης χωρίς να εκτελέσει την πράξη διότι το 
αποτέλεσμα προέκυπτε καθαρά από το αναπαραστατικό σχήμα.
Στην συζήτηση που ακολούθησε για αναζήτηση και άλλων λύσεων στο πρόβλημα ένα παιδί 
πρότεινε τη διαδοχική αφαίρεση (μετάγγιση του υγρού) των 2/6, δύο φορές από το 4/6 (του 
αρχικού δοχείου)
Στη συνέχεια ο διδάσκων παρουσίασε ένα αντίστροφο του προηγούμενου προβλήματος.
«Έχω δύο δοχεία των 2/6 λίτρα πορτοκαλάδα το καθένα. Πόσο χυμό πορτοκαλάδας μου
δίνουν και τα δύο μαζί;». Τα παιδιά απάντησαν κάνοντας πολλαπλασιασμό 2x2/6 = 4/6
(Ο.Π. — Καταγραφή Βίντεο (060605): 00:31:10 — 00:32:50)
Φύλλο Epyacnac 10 - 2η Δραστηριότητα (Ό0:34:07 - 00:46:50)
Δεδομένα προβλήματος Γ Αρχικό δοχείο: 2/3 λίτρου
[_ Δοχεία μετάγγισης: 1/6 λίτρου
Ένα παιδί σχεδίασε δίπλα στο δοχείο που περιέχει τα 2/3 του λίτρου τρία μικρότερα 
δοχεία που περιέχουν 1/6 του λίτρου και έκανε τη διαίρεση 2/3 =- Τ/6 = 3. Μετά από 
σύντομη συζήτηση με συμμαθητή της ομάδας του διαπίστωσε το λάθος του και βρίσκοντας 
4 το ομώνυμο του 1/6 δηλ. το 4/6, που είναι το ισοδύναμο του 2/3, διόρθωσε τα 
' αναπαραστατικά σχήματα και το αποτέλεσμα της διαίρεσης. ( Ο.Π. - Καταγραφή Βίντεο 
(060605): 00:40:03-00:41:00)
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Από την ανάλυση των απαντήσεων των παιδιών στα φύλλα εργασίας διαπιστώνουμε ότι 
από τα 17 παιδιά τα 16 απάντησαν στο πρόβλημα και από αυτά: Α) 9 παιδιά κατέγραψαν την 
ισοδυναμία 2/3 =4/6 στη σχηματική αναπαράσταση (είτε χωρίζοντας το σκιασμένο τμήμα 
του ορθογωνίου που αναπαριστά τα 2/3 πάλι σε δύο ίσα μέρη, είτε σχεδιάζοντας κοντά σ’ 
αυτό ένα ίδιο ορθογώνιο σκιασμένο κατά τα 4/6 του) κάνοντας και στις δύο περιπτώσεις τη 
διαίρεση 4/6 4- 1/6 = 4 (αντί του 2/3 4 1/6 ) όπως στο σχήμα που ακολουθεί:
Σχήμα 4.41: Φύλλο Εργασίας 10 - 2η Δραστηριότητα
Β) 2 παιδιά δεν κατέγραψαν στη σχηματική αναπαράσταση την ισοδυναμία αλλά έκαναν τη 
διαίρεση 4/6 41/6 = 4 (αντί του 2/3 4 1/6 ) όπως στο σχήμα που ακολουθεί:
6 6
Σχήμα 4.42: Φύλλο Εργασίας 10 - 2'' Δραστηριότητα
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Γ) 5 παιδιά δεν κατέγραψαν με σαφήνεια όπως στην περίπτωση Α στο σκιασμένο μέρος του 
ορθογωνίου που αναπαριστά τα 2/3 την ισοδυναμία 2/3 = 4/6 και έκαναν τη διαίρεση 
2/3 1/6 = 4 (επίσης ορθή) αντί του 4/6 -ί- 1/6 = 4, όπως στο σχήμα που ακολουθεί:
JL. J__ η
3 ’ &
Σχήμα 4.43: Φύλλο Εργασίας 10 - 21' Jpacm/picmpa
Κατά την παρουσίαση της λύσης του παραπάνω προβλήματος από ένα παιδί στην τάξη και 
ενώ αυτό κατασκεύασε το αναπαραστατικό σχήμα του 2/3 απάντησε στην αρχή ότι θα 
γεμίσουν 6 δοχεία του 1/6 από το δοχείο που περιέχει τα 2/3 του υγρού. Αυτή η λάθος 
απάντηση πιθανόν να οφείλεται στο ότι το παιδί είδε στη επιφάνεια του υπολογιστή, που 
προβάλλονταν στην οθόνη προβολής ότι στην αρχική εικόνα πριν την επίλυση του 
προβλήματος εμφανίζονταν 6 άδεια δοχεία του 1/6 (προφανώς για να ορίζεται το Όλο δηλ. 
τα 6/6). Στην συνέχεια επιχείρησε, χωρίς να εργαστεί με την σχηματική αναπαράσταση, να 
κάνει κατευθείαν την διαίρεση 2/3 λ- 1/6 . Μετά από σύντομη συζήτηση ανάμεσα στο παιδί 
και μέλη της ολομέλειας της τάξης, δημιούργησε στο αναπαραστατικό σχήμα την ισοδυναμία 
2/3 =4/6 αλλά και πάλι δυσκολεύτηκε να βρει σύντομα την απάντηση στην διαίρεση 4/6 λ 
1/6. (Ο.Π. - Καταγραφή Βίντεο (060605): 00:41:50 - 00:46:25)
Φύλλο Εργασίαε 10- 3η Δραστηριότητα (Ό.Π. - Καταγραφή Βίντεο (060605): 00:48:20 - 
01:06:003
Δεδομένα προβλήματος Γ Αρχικό δοχείο: 3/5 λίτρου
\ Δοχεία μετάγγισης: 1/2 λίτρου
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Σε μία από τις ομάδες κάποια από τα παιδιά σχέδιασαν το αναπαραστατικό σχήμα για το 
3/5 και έκαναν τα κλάσματα 3/5 , 1/2 , ομώνυμα με τη βοήθεια του Ε.Κ.Π. (Ο.Π. - 
Καταγραφή Βίντεο (060605): 00:50:48 - 00:53:10)
Σε άλλη ομάδα κάποια παιδιά σχέδιασαν ένα ορθογώνιο (δοχείο) το οποίο χώρισαν και 
σκίασαν κατά τα 3/5 του και κατόπιν το ίδιο δοχείο χώρισαν κατά τα 6/10 του. Δίπλα του 
σχέδιασαν ένα δοχείο του 1/2 του λίτρου που φτάνει ως τα 5/10 του αρχικού δοχείου. Πάνω 
από αυτό σχέδιασαν ακόμη ένα δοχείο του ιΑ του λίτρου το οποίο όμως περιείχε 1/10 του 
λίτρου. Ανάμεσα σε δύο άλλα παιδιά έγινε συζήτηση όπου το ένα παιδί εξήγησε στο άλλο 
πώς θα μπορούσε να δημιουργήσει το ισοδύναμο 6/10 του 3/5 με χωρισμό στα δύο κάθε ενός 
από τα 5 ίσα κομμάτια του 3/5. Κατόπιν εξήγησε πώς θα μπορούσε να τοποθετήσει το 
ισοδύναμο του 1/2 , δηλ. το 5/10 δίπλα από το αρχικό δοχείο για να υπολογίσει σε πόσο ή 
πόσα από αυτό χωράνε τα 6/10 (δηλ τα 3/5).Κάποια παιδιά της ίδιας ομάδας έκαναν τα 
σχήματα όπως προαναφέραμε και την πράξη 3/5 3- A = 3/5 x 2/1= 6/5 = 1 1/5. (Ο.Π. - 
Καταγραφή Βίντεο (060605): 00:54:30 - 00:57:45)
Από την ανάλυση των απαντήσεων στα φύλλα εργασίας των παιδιών προκύπτει ότι από 
τα 17 παιδιά τα 5 δεν απάντησαν στο πρόβλημα, 1 παιδί απάντησε λάθος και από τα 
υπόλοιπα 11 παιδιά τα 6 εμφάνισαν όχι μόνο στα αναπαραστατικά σχήματα αλλά και 
αριθμητικά τα ισοδύναμα 6/10 και 5/10 αντίστοιχα των 3/5 και 1/2 , αλλά τα 2 από αυτά 
εμφανίζουν το τελικό αποτέλεσμα (1 1/5) όπως στο παράδειγμα που ακολουθεί:
Σχήμα 4.44: Φύλλο Εργασίας 10-3'' λρασττιριόττμα
Τα άλλα 5 παιδιά χώρισαν και σκίασαν επίσης ορθά τα αναπαραστατικά σχήματα αλλά δεν 
κατέγραψαν αριθμητικά τα ισοδύναμα των 3/5 και 1/2 και έκαναν τη διαίρεση 3/5 4- 1/2 είτε
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ολοκληρωμένα είτε εμφανίζοντας μόνο το αποτέλεσμα. Αντιπροσωπευτικό αυτής της ομάδας 
απαντήσεων είναι το σχήμα που ακολουθεί:
Σχήμ<χ 4.45: Φύλλο Εργασίας 10 - 3η Jpacmjpiόϋ[τσ.
Ακολούθησε παρουσίαση της δραστηριότητας και επιβεβαίωση του αποτελέσματος μέσω 
του υπολογιστή. Η προσπάθεια να επαναληφθεί η δραστηριότητα αυτή τη φορά με χρήση 
των 6/10 και 5/10 ισοδυνάμων αντίστοιχα των 3/5 και 1/2 δεν στάθηκε δυνατόν να 
ολοκληρωθεί γιατί το λογισμικό δεν παρείχε τη δυνατότητα δημιουργίας κλασμάτων με 
παρονομαστή 10. Αντί αυτού ο διδάσκων δημιούργησε με το εργαλείο “Explore” τη διαίρεση 
1/2 -Γ- 1/3 και κατόπιν επανέλαβε τη δραστηριότητα με τα ισοδύναμα 3/6 -5- 2/6 δείχνοντας 
έτσι στην οθόνη του υπολογιστή ότι και στις δύο περιπτώσεις το αποτέλεσμα της διαίρεσης 
είναι ίδιο (1 1/2 ).
Παρουσίαση δεύτερτκ Φάσης /εργαστήριο υπολογιστών! (Ό.Π. - Καταγραφή Βίντεο 
10606051:01:07:00 - 01:15:351
Στο εργαστήριο των υπολογιστών τα παιδιά κλήθηκαν να επεξεργαστούν το πρόβλημα του 
Φύλλου Εργασίας 11 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ' σελ. 240) πρώτα στο χαρτί και μετά στην οθόνη του 
υπολογιστή τους.
Στο πρόβλημα δίνονταν δύο ράβδοι οριζόντιος ισομήκεις και παράλληλοι εκ των οποίων η 
μία (ράβδος Α) χωρισμένη σε τρίτα και σκιασμένη κατά τα 2/3 της και η άλλη (ράβδος Β)
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χωρισμένη σε έκτα και σκιασμένη κατά το 1/6 της. Από τα παιδιά ζητούνταν η διαίρεση A 4 
Β.
Από την ανάλυση των απαντήσεων στα φύλλα εργασίας των παιδιών προέκυψε ότι από 
τα 17 παιδιά τα 11 εμφανίζουν στις λωρίδες σχεδιαστικά, όχι αριθμητικά, το ισοδύναμο 4/6 
του 2/3. Δύο παιδιά έκαναν τη διαίρεση 4/6 4 1/6 ενώ τα άλλα 9 παιδιά έκαναν τη διαίρεση 
2/3 4 1/6 όπως στο σχήμα που ακολουθεί:







Σχήμα 4.46: Φύλλο Εργασίας 11
Τρία παιδιά έκαναν μόνο την πράξη 2/3 4 1/6 χωρίς να επέμβουν καθόλου στις ράβδους που 
δίνονται στο πρόβλημα, ενώ δύο παιδιά απάντησαν λάθος αφού έγραψαν αντεστραμμένες τις 
θέσεις Διαιρετέου και διαιρέτη και έκαναν 1/6 4 2/3. Στη συνέχεια τα παιδιά επιχείρησαν να 
επιβεβαιώσουν τις απαντήσεις τους λύνοντας πρόβλημα με τα ίδια δεδομένα όπως το 
προηγούμενο που κατασκεύασαν με τη βοήθεια του εργαλείου “Explore” και εμφάνισαν 
στην οθόνη του υπολογιστή τους.
Ακολούθησε μια ακόμη δραστηριότητα στην οποία ζητήσαμε από τα παιδιά να λάβουν 
υπόψη τους ένα σχήμα ( κύκλος χωρισμένος σε τρία ίσα μέρη) και με βάση αυτό να 
κατασκευάσουν και να λύσουν πρόβλημα που πράξη επίλυσής του να είναι η διαίρεση 
1/3 4 3. Διευκρινίστηκε ακόμη στα παιδιά ότι η συγκεκριμένη διαίρεση δεν θα ήταν δυνατόν 
ya εμφανιστεί στην οθόνη του λογισμικού τους, επειδή δεν ήταν δυνατόν να υποστηριχτεί 
"από το λογισμικό “Fractions Operations”. Ακόμη ο διδάσκων, για να διευκολύνει τα παιδιά, 
ανέφερε ως ιδέα για το πρόβλημα ότι ο κύκλος που δίνονταν σ’ αυτό θα μπορούσε να 
αναπαριστά μια πίτσα.
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Από την ανάλυση των απαντήσεων στα φύλλα εργασίας των παιδιών προέκυψε ότι από 
τα 17 παιδιά δεν απάντησε στο πρόβλημα ένα παιδί ενώ από τα υπόλοιπα 16 παιδιά που όλα 
χώρισαν τον κύκλο σε εννέα ίσα κομμάτια και σκίασαν το ένα από αυτά, τα τέσσερα έκαναν 
και τη διαίρεση 1/3 + 3 με τον παραδοσιακό τρόπο, τα επτά παιδιά δεν έκαναν τη διαίρεση 
αλλά ανέφεραν το κομμάτι που σκίασαν (1/9) ως την απάντηση στο πρόβλημα ενώ πέντε 
παιδιά δεν έκαναν πράξη, ούτε ανέφεραν απάντηση. Ακόμη πρέπει να προσθέσουμε ότι 
κανένα παιδί δεν επιχείρησε να λύσει το πρόβλημα κάνοντας τον πολλαπλασιασμό 1/3 χ 1/3.
4.1.9 9η Ενότητα διδακτικής παρέιιβαστκ (070605)
Η διδακτική παρέμβαση αυτή, που είναι και η τελευταία που έγινε στην ομάδα παρέμβασης, 
αφορά επανάληψη και σε κάποιες περιπτώσεις εμβάθυνση σε έννοιες και πράξεις στα 
κλάσματα. Η διδακτική παρέμβαση χωρίζεται σε τρεις φάσεις που η κάθε μία έχει ως πυρήνα 
της την επεξεργασία του προβλήματος που τίθεται σε αντίστοιχο φύλλο εργασίας.
1η Φάση (Ο.Π. - Καταγραφή Βίντεο 1070605): 00:00:50 - 00:22:00)
Το πρώτο πρόβλημα που κλήθηκαν τα παιδιά να επεξεργαστούν αφορούσε τον 
πολλαπλασιασμό στα κλάσματα. Συγκεκριμένα μοιράσαμε στα παιδιά το Φύλλο Εργασίας 12 
(ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ' σελ. 242) στο οποίο υπήρχε σχεδιασμένος ένας γεωπίνακας (5X5) 
(αναπαραστατικό μοντέλο επιφάνειας) και με βάση αυτόν έπρεπε να κάνουν τον 
πολλαπλασιασμό 1/2 x 2/3. Ο διδάσκων υπέδειξε τη χρήση ως Όλου των 12 από τα 16 
εσωτερικά τετραγωνάκια που σχηματίζονται στον γεωπίνακα (επειδή το 12 είναι 
πολλαπλάσιο του 3 και για να μπορούν να γίνουν οι κατάλληλες ενέργειες στον γεωπίνακα). 
Τα παιδιά στη συνέχεια εργάστηκαν πρώτα ατομικά, κατόπιν στο πλαίσιο της ομάδας τους 
και μετά διομαδικά. Ο διδάσκων κατά τη συνεργασία του με τις ομάδες φρόντιζε να 
αναδεικνύει τη σημασία του υπολογισμού του γινομένου με βάση το αρχικό Όλο.
Ακολούθησε παρουσίαση από παιδί στην τάξη της λύσης στο πρόβλημα με χρήση 
αρχικά του διαφανοσκοπίου και του διάφανου γεωπίνακα (5X5) στον οποίο η επεξεργασία 
του προβλήματος έγτνε με χρήση λάστιχων διαφορετικών χρωμάτων και επαναλήφθηκε η 
ίδια διαδικασία στο διαφανοσκόπιο με χρήση διαφάνειας γεωπίνακα (5X5) και με χρήση 
μαρκαδόρων διαφορετικών χρωμάτων.
Στη συνέχεια παρουσιάστηκαν και άλλες περιπτώσεις πολλαπλασιασμού όπως π.χ. 3/4 
χ 1/2 κάποιες με τη μορφή προβλήματος πραγματικής κατάστασης που ερευνήθηκαν από τα 
παιδιά με τον ίδιο τρόπο.
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Από την ανάλυση των απαντήσεων στα φύλλα εργασίας των παιδιών προκύπτει ότι από 
τα 17 παιδιά τα έξι σκίασαν καταρχήν τα 2/3 και με διαφορετική σκίαση τα 2/6 (το γινόμενο 
του 1/2 χ 2/3) όπως φαίνεται στο σχήμα που ακολουθεί:
Σχήμα 4.47: Φύλλο Εργασίας 12
Τα υπόλοιπα 11 παιδιά σκίασαν στο σχήμα μόνο τα 2/6 δηλαδή εμφάνισαν κατευθείαν στο 
σχήμα το αποτέλεσμα του πολλαπλασιασμού (ιΛ · 2/3) όπως φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα
Σχήμα 4.48: Φύλλο Εργασίας 12
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2η Φάση (Ό.Π. - Καταγραφή Βίντεο (070605): 00:24:00-00:33:03)
Το Φύλλο Εργασίας 13 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ' σελ. 244) που μοιράστηκε στα παιδιά περιείχε 
ένα πρόβλημα στο οποίο ζητούνταν από αυτά να τοποθετήσουν σε μια αριθμογραμμή, που 
αναπαριστούσε τη διαδρομή πέντε χιλιομέτρων σε ένα αγώνα δρόμου, τους τέσσερις αθλητές 
που έλαβαν μέρος σ’ αυτόν στη θέση στην οποία βρέθηκαν στην ίδια χρονική στιγμή. Το 
σημείο στο οποίο βρίσκονταν ο κάθε αθλητής, στην ίδια χρονική στιγμή, το οποίο και θέλαμε 
να εντοπίσουμε ορίζονταν με βάση τον κλασματικό αριθμό που δήλωνε την απόσταση από 
την αφετηρία που διένυσε ο αθλητής μέχρι εκείνο το χρονικό σημείο. Οι κλασματικοί 
αριθμοί που εμφανίζονταν ως δεδομένα του προβλήματος ήταν διαφορετικής μορφής: γνήσια 
κλάσματα, καταχρηστικός μεικτοί
Τα παιδιά επεξεργάστηκαν το πρόβλημα ατομικά, κατόπιν στο πλαίσιο της ομάδας και 
στη συνέχεια διομαδικά. Στο σημείο αυτό πρέπει να τονίσουμε ότι αρκετές έρευνες δείχνουν 
ότι τα παιδιά δυσκολεύονται περισσότερο να ορίσουν ένα κλάσμα σε σχέση με το μοντέλο 
της αριθμογραμμής και να το τοποθετήσουν σε ένα σημείο της από ότι να ορίσουν το ίδιο 
κλάσμα σε σχέση με ένα μοντέλο του τύπου «Μέρος - Όλο» (μοντέλο περιοχής ή μοντέλο 
διακριτών αντικειμένων. Μάλιστα η δυσκολία αυτή των παιδιών γίνεται μεγαλύτερη όταν η 
αριθμογραμμή έχει μήκος μεγαλύτερο του 1. Τα παιδιά εμφανίζουν αδυναμία στην αντίληψη 
του κλάσματος ως μια ενιαία οντότητα όπως και στην έννοια της πυκνότητας στο κλάσμα. 
Το αντιλαμβάνονται συνήθως ως μια οντότητα δύο ξεχωριστών αριθμών (Νί 2000).
Στη συνέχεια ακολουθούν οι περιγραφές κάποιων στιγμιότυπων από την διδακτική 
αλληλεπίδραση.
Στιναιότυπο 1 έΟ.Π. - Καταγραφή Βίντεο (Ό70605): 00:28:15 - 00:28:351 
Ένα παιδί ρώτησε το διδάσκοντα πώς θα μπορούσε να χωρίσα στα έξι την αριθμογραμμή 
των πέντε χιλιομέτρων. Παράβλεψε ότι στο πρόβλημα αναφέρεται ότι ο αθλητής Α είχε 
κάνει τα τέσσερα έκτα του χιλιομέτρου, άρα αφορούσε το μοίρασμα του ενός χιλιομέτρου, 
από τα πέντε της αριθμογραμμής, σε έξι ίσα κομμάτια. Αυτό όμως που είχε ιδιαίτερο 
ενδιαφέρον στην ερώτηση του παιδιού ήταν η αντίληψη που φαίνονταν να εκφράζα ότι δεν 
γίνεται να μοιραστούν πέντε χιλιόμετρα σε έξι ίσα κομμάτια. Η λανθασμένη αυτή αντίληψη 
πιθανόν να πηγάζει από την προσκόλληση των παιδιών στη λογική των ακεραίων αριθμών 
όπου συνήθως όταν τα παιδιά καλούνται να μοιράσουν κάτι ή να κάνουν διαίρεση αναμένουν 
να είναι Δ > δ ή Δ = δ και όχι Δ < δ.
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Στιναιότυπο 2 (O.Yl. - Καταγραφή Βίντεο (070605): 00:29:09- 00:29:42)
Ένα άλλο παιδί φάνηκε αρχικά να συναντά κάποια δυσκολία με τον ορισμό της θέσης του 
αθλητή που έχει διανύσει τα 13/4 του χιλιομέτρου. Για την άρση της συγκεκριμένης 
δυσκολίας αναπτύχθηκε ένας διάλογος ανάμεσα στο διδάσκοντα και το παιδί, στον οποίο ο 
διδάσκων με διαδοχικές ερωτήσεις εστίασε στην εύρεση από το παιδί των Όλων μέσα στο 
καταχρηστικό κλάσμα και την αντιστοίχιση αυτών με τα χιλιόμετρα που διένυσε ο αθλητής. 
Με την ολοκλήρωση του διαλόγου το παιδί φάνηκε να μπορεί να «μεταφράσει» το 
καταχρηστικό κλάσμα σε ολόκληρα χιλιόμετρα και κλασματικά μέρη χιλιομέτρου και έτσι 
να εντοπίσει τη θέση του συγκεκριμένου αθλητή.
Ακολούθησε παρουσίαση από ένα παιδί της λύσης του προβλήματος στην ολομέλεια 
της τάξης. Το παιδί τοποθέτησε τους αθλητές ορθά στην αριθμογραμμή, τον Α στα 4/6 του 
χμ. και τον Β στα 2 1/3 του χμ. και μετέτρεψε για τον αθλητή Γ το 13/4 σε μεικτό (3 1/4) 
διαιρώντας αριθμητή με παρονομαστή ενώ για τον Δ που βρίσκονταν στα 2/3 του χμ. 
ανέφερε ότι είναι ισοδύναμο του 4/6 και τον τοποθέτησε όπου βρίσκονταν και ο A
Από την ανάλυση των απαντήσεων στα φύλλα εργασίας των παιδιών προέκυψε ότι από 
τα 17 παιδιά, εννέα τοποθετούν όλους τους αθλητές ορθά στην αριθμογραμμή με τα τρία από 
αυτά να αναφέρουν με ακρίβεια πώς προκύπτουν οι θέσεις αυτές (κάνουν μετατροπές, 
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Σχήμα 4.49: Φύλλο Εργασίας 13
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Σχετικά με τις θέσεις των αθλητών Γ και Δ στην αριθμογραμμή παρατηρούμε ότι τέσσερα 
παιδιά δεν τις εμφάνισαν καθόλου, παρόλο ότι αριθμητικά ορίζουν την απόσταση όλων των 
αθλητών από την αφετηρία στην ίδια χρονική στιγμή. Από τα υπόλοιπα παιδιά ένα όρισε 
λάθος τις θέσεις των Γ και Δ στην αριθμογραμμή, ένα δεν υπολόγισε τις θέσεις των αθλητών 
με βάση την κοινή αφετηρία τους ενώ στις απαντήσεις δύο παιδιών δεν ήταν σαφής ο 
χωρισμός της αριθμογραμμής και ο ορισμός των θέσεων των αθλητών σ’ αυτή.
Το επόμενο φύλλο εργασίας (Φύλλο εργασίας 14) που ήταν και το τελευταίο αυτής της 
διδακτικής παρέμβασης περιείχε επίσης ένα πρόβλημα στο οποίο ζητούνταν από τα παιδιά να 
βρουν από πόσα μέτρα είναι φτιαγμένο το σκηνικό από χαρτόνι ενός θεατρικού έργου που θα 
παρουσίαζαν τα παιδιά της Ε' τάξης όταν γνωρίζουμε ότι από τα 11 μέτρα χαρτονιού που 
είχαν αγοράσει χρησιμοποίησαν τα 2/3.
Τα παιδιά επεξεργάστηκαν το πρόβλημα αρχικά ατομικά, κατόπιν στο πλαίσιο της 
ομάδας τους και στη συνέχεια διομαδικά. Κάποια παιδιά χρησιμοποίησαν χειραπτικά υλικά 
ενώ κάποια άλλα σχέδιασαν κατευθείαν σχηματικές αναπαραστάσεις στο φύλλο εργασίας 
τους. Υπάρχει ποικιλία στην επιλογή αναπαραστατικών μοντέλων από τα παιδιά (κάποια 
παιδιά χρησιμοποιούν το μοντέλο αριθμογραμμής ενώ κάποια άλλα το τροποποιούν 
μετατρέποντας το με διαφορετικούς τρόπους σε μοντέλο περιοχής) όπως και στο σχεδίασμά 
σχηματικών αναπαραστάσεων από αυτά.
Τις απαντήσεις τους στο πρόβλημα παρουσίασαν στην τάξη δύο παιδιά. Το πρώτο παιδί 
επέλεξε να σχεδιάσει στον πίνακα μια λωρίδα που αποτελείται από 11 ισομήκη τμήματα 
(κάθε ένα από αυτά αναπαριστά το 1 μέτρο) η οποία αναπαριστά τα 11 μέτρα του χαρτονιού. 
Στη συνέχεια χώρισε κάθε ένα από αυτά τα ισομήκη τμήματα σε τρία ίσα μέρη και σκίασε τα 
δύο από αυτά ορίζοντας έτσι τα 2/3 κάθε ενός μέτρου από τα 11 συνολικά μέτρα που 
αναπαριστούσε η λωρίδα. Κατόπιν, ξεκινώντας από το τμήμα που αναπαριστούσε το πρώτο 
μέτρο από τα 11, πήρε τα 2/3 και τα ένωσε με το 1/3 από τα 2/3 που είχε σκιάσει στο 
επόμενο τμήμα που αναπαριστούσε το δεύτερο μέτρο από τα 11 σχηματίζοντας με αυτό τον 
τρόπο ένα ολόκληρο μέτρο. Το 1/3 που έμενε στο δεύτερο μέτρο το ένωσε με τα 2/3 από το 
τρίτο μέτρο σχηματίζοντας ένα ολόκληρο μέτρο και συνεχίζοντας έτσι κατέληξε στο 
.αποτέλεσμα 7 1/3 του μέτρου. (Ο.Π. - Καταγραφή Βίντεο (070605):_00:40:55 - 00:44:00)
Το δεύτερο παιδί σχεδίασε 11 ράβδους που η κάθε μία αναπαριστούσε το 1 από τα 11 
μέτρα του χαρτονιού και τις τοποθέτησε την μία κάτω από την άλλη. Στη συνέχεια χώρισε 
και σκίασε τα 2/3 σε κάθε μία από αυτές και πρότετνε την ίδια διαδικασία εξαγωγής του
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αποτελέσματος με το πρώτο παιδί. Ο διδάσκων στο σημείο αυτό πρότεινε ως εναλλακτική 
και τη λύση των διαδοχικών προσθέσεων του 2/3 (11 φορές). (Ο.Π. - Καταγραφή Βίντεο 
(070605): 00:44:00-00:45:54)
Από την ανάλυση των απαντήσεων στα φύλλα εργασίας των παιδιών προκύπτει ότι από 
τα 17 παιδιά, ένα παιδί έκανε μόνο τον πολλαπλασιασμό (11 x 2/3) ενώ δύο άλλα παιδιά δεν 
έκαναν πράξη και ανέφεραν μόνο το αποτέλεσμα. Πέντε παιδιά επέλεξαν ως 
αναπαραστατικό μοντέλο την αριθμογραμμή και από αυτά δύο παιδιά έλυσαν το πρόβλημα 
κάνοντας διαδοχική πρόσθεση το 2/3 έντεκα φορές όπως φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα:
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Σχήμα 4.50: Φύλλο Εργασίας 14
Τέσσερα παιδιά αναπαράστησαν τα 11 μέτρα με μία λωρίδα που αποτελούνταν από 11 
ισομήκη τμήματα που το καθένα αναπαριστούσε ένα μέτρο και ήταν χωρισμένο και 
σκιασμένο στα 2/3 του. Τα τρία παιδιά έλυσαν το πρόβλημα κάνοντας τον πολλαπλασιασμό 
11 χ 2/3 (βλ. Σχήμα 4.51). Το ένα παιδί φαίνεται, να προσθέτει (νοερά) διαδοχικά τα 
σκιασμένα τμήματα ώστε να προκόψει από κάθε πρόσθεση 1 μέτρο (δηλ. 2/3 + 1/3 = 3/3 
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Τρία παιδιά αναπαράστησαν τα 11 μέτρα με μία ράβδο που αποτελούνταν από 11 ισομήκη 
τμήματα που το καθένα αναπαριστούσε ένα μέτρο αλλά κάθε ένα από αυτά δεν χωρίζονταν 
και σκιάζονταν κατά τα 2/3 του όπως στην προηγούμενη περίπτωση οριζόντια, παρά αυτή τη 
φορά κάθετα. Και τα τρία παιδιά έλυσαν το πρόβλημα με πολλαπλασιασμό (11 x 2/3). 
Χαρακτηριστικό είναι το σχήμα που ακολουθεί:
5
ΤλΧ. η
Σχήμα 4.53: Φύλλο Εργασίας 14
Δ) Τρία παιδιά αναπαράστησαν τα 11 μέτρα χαρτόνι με 11 ισομήκεις ράβδους 
τοποθετημένες τη μία κάτω από την άλλη και χωρισμένες και σκιασμένες έτσι ώστε να 
αναπαριστώνται τα 2/3. Ο υπολογισμός του αποτελέσματος έγινε euro τα δύο παιδιά με νοερή 
διαδοχικά πρόσθεση των 2/3 έντεκα φορές και το καταχρηστικό κλάσμα 22/3 που προ έκυψε 
μετατράπηκε στον μεικτό 7 1/3 ενώ το ένα παιδί φάνηκε να προσθέτει (νοερά) διαδοχικά τα 
σκιασμένα τμήματα ώστε να προκόψει από κάθε πρόσθεση 1 μέτρο (δηλ. 2/3 + 1/3 = 3/3 
δηλ. [1 μ.] , 1/3 + 2/3 = 3/3 δηλ. [1 μ.] κ.ο.κΈνα αντιπροσωπευτικό παράδειγμα απάντησης 
ακολουθεί:
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Σχήμα 4.54: Φύλλο Εργασίας 14
Δύο παιδιά από τα δεκαεπτά έχουν λάθη στις απαντήσεις και στα αναπαραστατικά σχήματα 
(π.χ. σχεδιάζουν 5 αντί των 11 τμημάτων που αναπαριστούν το 1 μέτρο χαρτονιού).
4.2 Διδασκαλία στην ομάδα Ελέγχου
Η διδασκαλία στην Ομάδα Ελέγχου πραγματοποιήθηκε σε τρεις διδακτικές ενότητες.
Τα παιδιά είχαν ήδη διδαχθεί από τον δάσκαλό τους τα κεφάλαια που αναφέρονται στα 
κλάσματα όπως ορίζεται στο αναλυτικό πρόγραμμα (Α.Π.Σ. Αρ.Φύλλου 1374 τ.Β' / 18-10- 
2001 Αρθ. 4) των μαθηματικών για το δημοτικό σχολείο και με βάση τα δύο τεύχη του 
βιβλίου των μαθηματικών της Ε' τάξης του δημοτικού σχολείου. Η διδασκαλία τους στην 
ομάδα Ελέγχου έγινε στο πλαίσιο της έρευνας από τον ίδιο τον ερευνητή με τη χρήση 
Φύλλων Εργασίας τα οποία ακολουθούσαν τη λογική των αντίστοιχων δραστηριοτήτων 
(προβλημάτων και ασκήσεων) που περιέχονται στα σχολικά βιβλία. Η πραγματοποίηση 
διδασκαλίας και στην ομάδα Ελέγχου αποφασίστηκε για λόγους μεθοδολογικούς ώστε και οι 
δύο ομάδες να έχουν παράλληλα πρόσφατα διδαχθεί τα κλάσματα πριν περάσουν από τη 
διαδικασία ανίχνευσης των αντιλήψεών τους για τις κλασματικές έννοιες και τις πράξεις στα 
κλάσματα με τα τελικά ερωτηματολόγια - δοκιμασίες (Post - Tests) και τις τελικές 
συνεντεύξεις (Post - Interviews).
Όσον αφορά κάποια βασικά χαρακτηριστικά της Ο.Ε. θα λέγαμε ότι συνοπτικά είναι τα 
ακόλουθα: Τα θρανία ήταν τοποθετημένα σε σχήμα Π. Έτσι δεν διευκολύνονταν η εργασία 
σε ομάδες παρά εκείνες των δυάδων. Βέβαια κυρίως η εργασία των παιδιών ήταν ατομική.
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Τα παιδιά καλούνταν να επεξεργαστούν δραστηριότητες που έστιαζαν στον υπολογισμό με 
πράξεις και σε προβλήματα παραδοσιακής μορφής όπως αυτά που συνήθως εμφανίζονται 
στα σχολικά βιβλία. Ακόμη μετά την περάτωση της επεξεργασίας των φύλλων εργασίας 
ακολουθούσε επίλυση των ασκήσεων από παιδιά ή και κάποιες φορές από το διδάσκοντα, 
στον πίνακα. Οι επεξηγήσεις, οι απαραίτητες για την επίλυση των ασκήσεων και των 
προβλημάτων ήταν οι συνήθεις στην παραδοσιακή διδασκαλία, δηλαδή συνήθως η 
επεξήγηση δίνονταν από το διδάσκοντα ή από ένα παιδί κάθε φορά χωρίς ανάπτυξη 
διερευνητικών διαλόγων ανάμεσα στα παιδιά ή τα παιδιά και το διδάσκοντα και η βαρύτητα 
όσον αφορά την ουσία των επεξηγήσεων και των ερμηνειών δίνονταν στις υπολογιστικές 
διαδικασίες επίλυσης.
4.2.1 1η Ενότητα διδασκαλίας (010605)
Αντικείμενο της Ι05 Ενότητας διδασκαλίας υπήρξε η επανάληψη στην πρόσθεση και 
αφαίρεση κλασμάτων, πολλαπλασιασμό κλασμάτων με ακέραιο, μετατροπές καταχρηστικών 
κλασμάτων σε μεικτούς αριθμούς και αντίστροφα. Για το σκοπό αυτό τα παιδιά χρειάστηκε 
να επεξεργαστούν τρία φύλλα εργασίας. Τα παιδιά είχαν τη δυνατότητα εάν το επιθυμούσαν 
και εάν το έκριναν απαραίτητο να επισυνάψουν στο φύλλο εργασίας τους άλλα φύλλα στα 
οποία θα μπορούσαν να γράψουν ή να σχεδιάσουν ότι επιπλέον θεωρούσαν ότι χρειάζονταν 
για την επίλυση των ασκήσεων ή των προβλημάτων που περιείχε το φύλλο εργασίας τους.
Το Φύλλο Εργασίας 1 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Δ' σελ. 249, 250) περιείχε ένα σταυρόλεξο 
αριθμών. Για να ολοκληρώσουν τα παιδιά το σταυρόλεξο έπρεπε να απαντήσουν σε 21 
ερωτήσεις που αποτελούσαν ουσιαστικά 21 ασκήσεις. Αυτές αφορούσαν κυρίως εύρεση 
κλασματικού μέρους ακεραίων, μετατροπές καταχρηστικών κλασμάτων σε μεικτούς 
αριθμούς και αντιστρόφως, δημιουργία ισοδύναμων κλασμάτων, κο.κ. Τα παιδιά 
εργάστηκαν ατομικά και η αλληλεπίδραση (κυρίως με τη μορφή Ερώτηση — Απάντηση) 
έγινε ανάμεσα σε κάθε παιδί ξεχωριστά και το διδάσκοντα.
Από την ανάλυση των απαντήσεων των παιδιών στο Φύλλο Εργασίας 1 προκύπτει ότι 
τα 11 από τα 13 παιδιά εμφανίζουν ως επί το πλείστον ορθά αποτελέσματα στο σταυρόλεξο. 
Για τα 5 από αυτά τα παιδιά υπάρχουν στοιχεία για τον τρόπο με τον οποίο απάντησαν στα 
ερωτήματα του σταυρόλεξου δηλαδή στις ασκήσεις υπολογιστικού τύπου που έπρεπε να 
επιλύσουν. Τα παιδιά αυτά απαντούν σε ερωτήματα του τύπου: «Το μισό του....», «Το ένα
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τρίτο του..... », «Τα 3/4 του....» κ.λ.π., όχι κάνοντας πολλαπλασιασμό «1/2 · ....», «1/3 ·
....», «3/4 ·..... », κΧπ. αλλά ως να είναι πράξεις ανάμεσα σε ακέραιους αριθμούς.
Το Φύλλο Εργασίας 2 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Δ' σελ. 252) περιείχε 10 προσθέσεις ζευγών 
κλασμάτων από τα οποία 2 ζεύγη ομωνύμων και 8 ζεύγη ετερωνύμων. Ο διδάσκων είπε στα 
παιδιά ότι θα μπορούσαν να χρησιμοποιήσουν και σχήματα αν θεωρούν ότι αυτό θα τα 
βοηθούσε να λύσουν τις ασκήσεις, (το επαναλαμβάνει και αργότερα).
Από την ανάλυση των απαντήσεων των παιδιών στο Φύλλο Εργασίας 2 προκύπτει ότι: 
α) τέσσερα παιδιά εμφάνισαν την παρανόηση σύμφωνα με την οποία τα παιδιά όταν 
προσθέτουν δύο κλάσματα εξάγουν ως άθροισμά τους ένα κλάσμα που έχει αριθμητή το 
άθροισμα των αριθμητών των δύο κλασμάτων και παρονομαστή το άθροισμα των 
παρονομαστών τους (Κατηγορία Απάντησης 1).
Το παράδειγμα από απάντηση παιδιού που ακολουθεί είναι αντιπροσωπευτικό της 
προαναφερθείσας παρανόησης.
Προοχάθησε -νχχ κάνεις τις προοθέσεις:
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Σχήμα 4.55: Φύλλο Εργασίας 2 - Κατηγορία Απάντησης 1 
β) δύο παιδιά επιχείρησαν να χρησιμοποιήσουν, το καθένα για την αναπαράσταση της 
•επίλυσης μιας από τις ασκήσεις του φύλλου εργασίας του, αναπαραστατικά μοντέλα 
* (Κατηγορία Απάντησης 2).
Το ένα παιδί για την πρόσθεση 4/7 + 1/3 χρησιμοποιεί αρχικά τη μέθοδο με εύρεση του 
Ε.Κ.Π. και οδηγείται στο αποτέλεσμα 19/21. Επιχειρεί να αναπαραστήσει την πράξη
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χρησιμοποιώντας αναπαραστατικό μοντέλο διακριτών αντικειμένων όπως δείχνει το σχήμα 
που ακολουθεί:
Σχήμα 4.56: Φύλλο Εργασίας 2 - Κατηγορία Απάντησης 2
Όπως μπορούμε να παρατηρήσουμε στο παραπάνω σχήμα το παιδί θεωρώντας ως Όλο 
το 21, δηλαδή το Ε.Κ.Π. των παρονομαστών 7 και 3 των κλασμάτων 4/7 και 1/3 
αναπαράστησε την πρόσθεση 12/21 + 7/21 (ισοδύναμα αντίστοιχα των 4/7 και 1/3) 
σκιάζοντας 12 από 21 μήλα και κατόπιν ακόμη 7 από άλλα 21 μήλα. Στο αποτέλεσμα 19/21 
της πρόσθεσης σκίασε τα 19 από 21 μήλα. Θα μπορούσαμε να πούμε ότι η ενέργεια αυτή του 
παιδιού να αναπαραστήσει με διακριτά αντικείμενα την πρόσθεση των κλασμάτων, πέρα από 
επιτυχής, διακρίνεται και για το ότι είναι κάπως σπάνια, δηλαδή τα παιδιά συνήθως 
επιλέγουν μοντέλα επιφάνειας και όχι διακριτών αντικειμένων για να αναπαραστήσουν 
πράξεις στα κλάσματα. Ένα ερώτημα που θα μπορούσε να τεθεί είναι κατά πόσον το παιδί θα 
ήταν σε θέση, αν του ζητούνταν, να δημιουργήσει, με τα 21 μήλα κάθε φορά, τα 4/7 (δηλαδή 
να χωρίσει τα 21 μήλα σε 7 ομάδες των τριών μήλων και να ξεχωρίσει τις 4 από αυτές τις 
ομάδες) και το ίδιο και το 1/3 (δηλαδή να χωρίσει τα 21 μήλα σε 3 ομάδες των 7 μήλων και 
να ξεχωρίσει τη μία από αυτές) και έτσι να οπτικοποιήσει την πρόσθεση 4/7 +1/3.
Το άλλο παιδί για την πρόσθεση 1/2 + 3/10 χρησιμοποίησε αρχικά τη μέθοδο με εύρεση 
του Ε.Κ.Π. και οδηγήθηκε στο αποτέλεσμα 8/10. Στη συνέχεια επιχείρησε να κάνει την 
πρόσθεση χρησιμοποιώντας αναπαραστατικά μοντέλα επιφάνειας (ορθογώνια) και για το 
σκοπό αυτό σχεδίασε δύο ορθογώνια (άνισα μεταξύ τους στο μήκος) τα οποία χώρισε και 
‘ σκίασε έτσι ώστε να αναπαριστάται στο ένα ορθογώνιο το 1/2 και στο άλλο το 3/10. Το 
παιδί δε συνέχισε την προσπάθεια του, δε δημιούργησε δηλαδή ισοδύναμα και δεν έφτασε 
στο αποτέλεσμα της πρόσθεσης. Το σχήμα που ακολουθεί δείχνει αυτή την προσπάθεια του 
παιδιού:
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Σχήμα 4.57: Φύλλο Εργασίας 2 - Καττρ/ορία Απάντησης 2 
γ) τα υπόλοιπα παιδιά έκαναν τις προσθέσεις με χρήση της μεθόδου εύρεσης του Ε.Κ.Π. των 
παρονομαστών.
Το Φύλλο Εργασίας 3 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ σελ. 254) το οποίο στη συνέχεια κλήθηκαν τα 
παιδιά να επεξεργαστούν περιείχε 8 αφαιρέσεις ζευγών κλασμάτων από τα οποία 2 ζεύγη 
ομωνύμων και 6 ζεύγη ετερωνύμων.
Από την ανάλυση των απαντήσεων των παιδιών στο Φύλλο Εργασίας 3 προκύπτει ότι: 
α) επτά από τα 13 παιδιά έκαναν λάθος τις αφαιρέσεις, ειδικά εκείνες των ετερώνυμων 
κλασμάτων. Από αυτά 4 παιδιά (Κατηγορία απάντησης 1) εμφάνισαν, κυρίως στις 
αφαιρέσεις ετερώνυμων κλασμάτων, την παρανόηση σύμφωνα με την οποία τα παιδιά όταν 
αφαιρούν δύο κλάσματα εξάγουν ως διαφορά τούς ένα κλάσμα που έχει αριθμητή τη 
διαφορά των αριθμητών των δύο κλασμάτων και παρονομαστή τη διαφορά των 
παρονομαστών τους. Χαρακτηριστικό είναι το παράδειγμα απάντησης που ακολουθεί.
13 2 _ λ Τ
:ζο 5 1 *5
5 7 g
6 9=^
Σχήμα 4.58: Φύλλο Εργασίας 3 - Κατηγορία Απάντησης 1 
β) δύο παιδιά (Κατηγορία απάντησης 2) φαίνεται να συνάντησαν δυσκολίες στην ορθή
' χρήση της μεθόδου δημιουργίας ομώνυμων κλασμάτων με χρήση του Ε.Κ.Π. 
Αντιπροσωπευτικό είναι το παράδειγμα απάντησης που ακολουθεί:
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Σχήμα 4.59: Φύλλο Εργασίας 3 - Κατηγορία Απάντησης 2 
γ) ένα παιδί έκανε αντί αφαίρεσης πρόσθεση και εμφάνισε μάλιστα σ’ αυτή,την παρανόηση 
στη οποία έχουμε ήδη αναφερθεί σε προηγούμενο σημείο αυτής της ενότητας, 
δ) έξι παιδιά έκαναν τις αφαιρέσεις ορθά, με δημιουργία όπου χρειάστηκε ομώνυμων 
κλασμάτων με χρήση του Ε.Κ.Π.
4.2.2 2η Ενότητα διδασκαλίας (060605)
Αντικείμενο της 2^ ημέρας διδασκαλίας υπήρξε η επανάληψη στην πρόσθεση και αφαίρεση 
κλασμάτων καθώς και στον πολλαπλασιασμό κλάσματος με κλάσμα. Τα παιδιά κλήθηκαν να 
επεξεργαστούν δύο φύλλα εργασίας. Τα παιδιά είχαν τη δυνατότητα εάν το επιθυμούσαν και 
εάν το έκριναν απαραίτητο να επισυνάψουν στο φύλλο εργασίας τους άλλα φύλλα στα οποία 
θα μπορούσαν να γράψουν ή να σχεδιάσουν ότι επιπλέον θεωρούσαν ότι χρειάζονταν για την 
επίλυση των ασκήσεων ή των προβλημάτων που περιείχε το φύλλο εργασίας τους.
Το Φύλλο Εργασίας 4 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Δ' σελ. 256) περιείχε έναν πίνακα 3X3 στον 
οποίο υπήρχαν καταγεγραμμένα κλάσματα στα 6 από τα 9 τετραγωνάκια του. Σε όλες τις 
σειρές του πίνακα έλειπε ένα κλάσμα που έπρεπε να βρεθεί και να συμπληρωθεί από τα 
παιδιά και το ίδιο συνέβαινε και στις δύο από τις τρεις στήλες του πίνακα. Στο «μαγικό» 
αυτό όπως το ονομάσαμε τετράγωνο τα τρία κλάσματα κάθε φορά οριζόντια, κάθετα αλλά 
και διαγώνια έπρεπε να δίνουν το ίδιο άθροισμα.
Από την ανάλυση των απαντήσεων των παιδιών στο Φύλλο Εργασίας 4 προκύπτει ότι: 
α) πέντε παιδιά συγχέουν τη θέση μειωτέου και αφαιρετέου. Πιο συγκεκριμένα ενώ τα παιδιά 
αρχικά ενεργώντας ορθά υπολόγισαν το άθροισμα της πρώτης στήλης 3/4 + 5/8 + 5/4 = 21/8 
και το άθροισμα των δύο κλασμάτων της πρώτης σειράς 3/4 + 33/24 = 51/24 στη συνέχεια 
έγραψαν 51 /24 — 21/8 που βέβαια δεν είναι ορθό. Μια υπόθεση που θα μπορούσαμε να 
κάνουμε γι αυτό το λάθος των παιδιών είναι ότι αυτά αντιλαμβάνονται το κλάσμα 51/24 ως 
μεγαλύτερο από το 21/8 επειδή το πρώτο έχει μεγαλύτερους όρους από το δεύτερο και γι 
αυτό το τοποθετούν στη θέση του μειωτέου.
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β) ένα παιδί εμφάνισε την παρανόηση σύμφωνα με την οποία τα παιδιά όταν προσθέτουν δύο 
κλάσματα εξάγουν ως άθροισμά τους ένα κλάσμα που έχει αριθμητή το άθροισμα των 
αριθμητών των δύο κλασμάτων και παρονομαστή το άθροισμα των παρονομαστών τους, 
γ) έξι παιδιά έκαναν ορθά τις πράξεις με δημιουργία όπου χρειάζεται ομώνυμων κλασμάτων 
με χρήση του Ε.Κ.Π.
Το Φύλλο Εργασίας 5 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Δ' σελ. 258) περιείχε πέντε πολλαπλασιασμούς 
ζευγών γνήσιων κλασμάτων. Αν το γινόμενο που προέκυπτε ήταν κλάσμα ζητούνταν από τα 
παιδιά να το μετατρέψουν σε ανάγωγο.
Από την ανάλυση των απαντήσεων των παιδιών στο Φύλλο Εργασίας 5 προκύπτει ότι: 
α) πέντε παιδιά βρήκαν το ορθό γινόμενο στους πολλαπλασιασμούς αλλά δεν απλοποίησαν 
τα κλάσματα για να τα μετατρέψουν σε ανάγωγα όπως τους έχει ζητηθεί, 
β) σε δυο παιδιά ενώ το αποτέλεσμα της απλοποίησης ήταν σωστό, ο τρόπος που αυτή έγινε 
δεν ήταν ορθός. Δηλαδή ενώ τα παιδιά αυτά έπρεπε να διαιρέσουν το εξαγόμενο του 
πολλαπλασιασμού κλάσμα με ένα κλάσμα ισοδύναμο του 1 της μορφής α/α =1, διαίρεσαν με 
ακέραιο. Θα λέγαμε ότι αυτός ο τρόπος λειτουργίας είναι δηλωτικός της δυσκολίας που 
έχουν κάποια παιδιά στην κατανόηση των ισοδυναμιών στα κλάσματα.
Χαρακτηριστικό είναι το παράδειγμα απάντησης που ακολουθεί:
1*1= 2JL · V'








Σχήμα 4.60: Φύλλο Εργασίας 5
γ) ένα παιδί έκανε έναν μόνο από τους πέντε πολλαπλασιασμούς,
‘ δ) τέσσερα παιδιά έκαναν ορθά τους πολλαπλασιασμούς και την μετατροπή των κλασμάτων 
σε ανάγωγα.
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4.2.3 3η Ενότητα διδασκαλίας (070605)
Αντικείμενο της ημέρας διδασκαλίας υπήρξε η επανάληψη στην πράξη της διαίρεσης 
κλασμάτων καθώς και η επεξεργασία προβλημάτων των τεσσάρων πράξεων στα κλάσματα. 
Τα παιδιά κλήθηκαν να επεξεργαστούν δύο φύλλα εργασίας. Τα παιδιά είχαν τη δυνατότητα 
εάν το επιθυμούσαν και εάν το έκριναν απαραίτητο να επισυνάψουν στο φύλλο εργασίας 
τους άλλα φύλλα στα οποία θα μπορούσαν να γράψουν ή να σχεδιάσουν ότι επιπλέον 
θεωρούσαν ότι χρειάζονταν για την επίλυση των ασκήσεων ή των προβλημάτων που περιείχε 
το φύλλο εργασίας τους.
Το Φύλλο Εργασίας 6 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Δ' σελ. 260) περιείχε οχτώ διαιρέσεις ζευγών 
γνησίων κλασμάτων εκ των οποίων τα παιδιά κλήθηκαν, για λόγους οικονομίας χρόνου, να 
κάνουν τις 5 πρώτες.
Από την ανάλυση των απαντήσεων των παιδιών στο Φύλλο Εργασίας 6 προκύπτει ότι 
ενώ όλα τα παιδιά εφάρμοσαν την γνωστή υπολογιστική διαδικασία στη διαίρεση 
κλασμάτων, δηλαδή την αντιστροφή του δεύτερου κλάσματος και τον πολλαπλασιασμό του 
με το πρώτο κλάσμα:
α) δύο από τα δεκατρία παιδιά εξήγαν λάθος αποτέλεσμα στις δύο από τις πέντε διαιρέσεις 
στις οποίες έχουμε πολλαπλασιασμούς ανάμεσα σε διψήφιους ή και ανάμεσα σε τριψήφιο 
και διψήφιο αριθμό,
β) τα άλλα έντεκα παιδιά έκαναν σωστά και τις πέντε διαιρέσεις αλλά κανένα παιδί δεν 
εμφάνισε και τα τέσσερα από τα πέντε αποτελέσματα των διαιρέσεων αυτών (το εξαγόμενο 
της πέμπτης διαίρεσης είναι ήδη ανάγωγο κλάσμα), απλοποιημένα.
Το Φύλλο Εργασίας 7 περιείχε τρία προβλήματα εκ των οποίων το πρώτο ήταν 
πρόβλημα πρόσθεσης και αφαίρεσης κλασμάτων, το δεύτερο πολλαπλασιασμού κλασμάτων 
και το τρίτο διαίρεσης κλασμάτων.
Από την ανάλυση των απαντήσεων των παιδιών στο Φύλλο Εργασίας 7 προκύπτει 
αρχικά ότι μόνο δύο από τα δεκατρία παιδιά χρησιμοποίησαν σε ένα από τα τρία 
προβλήματα (εκείνο του πολλαπλασιασμού κλασμάτων) σχήματα ενώ κανένα από τα τρία 
παιδιά δεν επιχείρησε λεκτική ερμηνεία των ενεργειών του για την επίλυση των 
t προ βλημάτων.
Ειδικότερα:
1) Στο πρόβλημα 1 τέσσερα από τα δεκατρία παιδιά ολοκλήρωσαν το ήμισυ της διαδικασίας 
επίλυσης του προβλήματος κάνοντας την πρόσθεση (δύο από αυτά μάλιστα έκαναν λάθος
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στην εκτέλεση της πράξης) αλλά όχι και την αφαίρεση που έπρεπε να ακολουθήσει. Τα άλλα 
εννέα παιδιά εκτέλεσαν σωστά τις πράξεις και οδηγήθηκαν σε ορθή τελική απάντηση.
2) Στο πρόβλημα 2 δέκα από τα δώδεκα παιδιά που απάντησαν επέλεξαν λάθος να κάνουν 
αφαίρεση αντί πολλαπλασιασμού για να επιλύσουν το πρόβλημα. Θεωρούμε ότι ερμήνευσαν 
τη φράση του προβλήματος «Έκοψα και έφαγα το 1/3 από αυτό» ως παραπέμπουσα σε 
αφαίρεση. Προφανώς τα παιδιά στην περίπτωση αυτή ερμήνευσαν τη φράση στο πλαίσιο 
λειτουργίας της στο σύνολο των ακεραίων όπου πραγματικά θα μας παρέπεμπε στο να 
κάνουμε αφαίρεση. Τα παραπάνω σε συνδυασμό με την αντίληψη των παιδιών, πάλι σε 
συνάρτηση με το σύνολο των ακεραίων, ότι με τον πολλαπλασιασμό το αρχικό ποσό 
«αυξάνεται» αποτρέπει τα παιδιά από την επιλογή του πολλαπλασιασμού ως πράξης 
επίλυσης του προβλήματος. Δύο παιδιά που απάντησαν σωστά, κάνοντας πολλαπλασιασμό 
σχέδιασαν παράλληλα και αναπαραστατικό σχήμα (επιφάνειας) του πολλαπλασιασμού όπως 
φαίνεται και στο παρακάτω σχήμα:
Σχήμα 4.61: Φύλλο Εργασίας 7 - Πρόβλημα 2
3) για το πρόβλημα 3 απάντησαν 8 από τα 13 παιδιά. Από αυτά:
α) δύο παιδιά επέλεξαν λάθος να κάνουν πολλαπλασιασμό αντί διαίρεσης,
β) τα άλλα 6 παιδιά επέλεξαν ορθά τη διαίρεση ως πράξη επίλυσης του προβλήματος και από
αυτά 4 παιδιά μετέτρεψαν το καταχρηστικό κλάσμα, που είναι το πηλίκο της διαίρεσης, σε
μεικτό.
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Κεφάλαιο 5°: Ανάλυση τελικών δεδομένων (μετά τις διδασκαλίες)
5.1 Τελικές συνεντεύξεις (Post - Interviews)
5.1.1 Πρόσθεση, Αφαίρεση στα κλάσματα
Τα παιδιά και των δύο ομάδων κλήθηκαν να απαντήσουν στο Ερώτημα-Πρόβλημα 1 
(ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α' σελ. 186). Το Παιδί 1 (Ο.Ε.) δείχνει καταρχήν, κάνοντας σωστά τις 
συγκρίσεις ανάμεσα στα διαφορετικά κλάσματα, να αναγνωρίζει ότι δεν είναι δίκαιο το 
μοίρασμα ανάμεσα στα τρία παιδιά (Απόσπασμα 1: γραμμές 4, 11, 14).
Απόσπασμα 1 (Παιδί 1- Ο.Ε.)
3 Ερευνητής: στη περίπτωσή μας βλέπεις να είναι δίκαιο το μοίρασμα;
4 Παιδίΐ: Δεν είναι και τόσο δίκαια. Ε, γιατί βλέπουμε ότι ο πρώτος έχει περισσότερο από το Νίκο δηλαδή δύο 
έκτα, ενώ ο Νίκος έχει ένα τέταρτο και μετά η Μαρία έχει ένα τρίτο = αλλά για να το καταλάβουμε θα 
μπορούσαμε να τα απλοποιήσουμε ώστε να είναι όλα ένας ίδιος αριθμός και να δούμε πόσο διαφέρει ο ένας από 
τον άλλο.
5 Ερευνητής: Το δύο έκτα μπορούμε να το απλοποιήσουμε και να γίνει; -
6 Παιδί 1:Ένα τρίτο
7 Ερευνητής: Επομένως ο Γιώργος πήρε;-
8 Παιδί 1: Ένα τρίτο.
9 Ερευνητής: Η Μαρία πήρε;-
10 Παιδί 1: Ένα τρίτο.
11 Ερευνητής: Αυτοί πήραν το ίδιο. Ο άλλος όμως πήρε ένα τέταρτο. Τελικά ποιος πήρε περισσότερο; 0 
Γιώργος και η Μαρία από τον Νίκο ή ο Νίκος από τον Γιώργο και την Μαρία;
12 Παιδί 1: Ο Νίκος από τον Γιώργο και την Μαρία.
13 Ερευνητής: Πήρε περισσότερο;
14 Παιδί 1: Α, όχι. Λιγότερο. Γιατί οι άλλοι το χώρισαν σε τρία κομμάτια ενώ ο Νίκος άμα το χωρίσουμε σε 
περισσότερα κομμάτια θα είναι μικρότερο το κομμάτι.
Δε συμβαίνει όμως το ίδιο με τα δύο άλλα παιδιά της ίδιας Ομάδας. Το Παιδί 2 αναφέρει στην 
2 1
αρχή ότι — , δείχνοντας ~να μην αντιλαμβάνεται ότι τα δύο αυτά κλάσματα είναι
6 3
ισοδύναμα (Απόσπασμα 2; γραμμές 4, 6, 8).
Απόσπασμα 2 (Παιδί2- Ο.Ε.)
3 Ερευνητής: Από ότι βλέπεις εσύ τι λες, φαίνεται να πήραν ίσο κομμάτι;
4 Παιδί 2: Ο Γιώργος πήρε παραπάνω.
5 Ερευνητής: Από ποιον;
6 Παιδί 2: Πήρε περισσότερο από τον Νίκο και την Μαρία.
7 Ερευνητής: Δύο έκτα είναι περισσότερο από τη Μαρία που παίρνει ένα τρίτο;
8 Παιδί 2: Ναι.
Το Παιδί 3 θεωρεί ότι 1/3 < 2/6 και 1/3 < 1/4 (Απόσπασμα 3: γραμμές 8, 10) ίσως 
συγκρίνοντας για το λόγο αυτό τους παρονομαστές, δηλαδή προσκολλημένος στη «λογική» 
σύγκρισης στους ακεραίους. Δείχνει να εμφανίζει δυσκολίες στην αντίληψη της έννοιας 
Μέρους - Όλου που απαιτεί στην περίπτωσή μας η παρουσία των κλασμάτων στο πρόβλημα. 
Έτσι δεν φαίνεται να υιοθετεί ερμηνεία όμοια με του Παιδιού 1(Απόσπασμα 1: γραμμή 14)
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Απόσπασμα 3 (Παιδί 3- Ο.Ε.)
7 Ερευνητής: Ωραία, ποιος από αυτούς φαίνεται να πήρε λιγότερο;
8 Παιδί 3: Η Μαρία.
9 Ερευνητής: Γιατί το λες αυτό; Ας πούμε για να κάνουμε μια σύγκριση ανάμεσα στον Νίκο και στη Μαρία. Ο 
Νίκος πήρε ένα τέταρτο, η Μαρία πήρε ένα τρίτο, ποιος από τους δύο πήρε λιγότερο;
10 Παιδί 3: ° Η Μαρία.
Από τα παιδιά της Ομάδας Παρέμβασης (Ο.Π.) το Παιδί 4 φαίνεται στην αρχή να 
δυσκολεύεται να συγκρίνει κλάσματα με διαφορετικούς παρονομαστές (Απόσπασμα 4; 
γραμμές 2, 4).
Απόσπασμα 4 (Παιδί4- Ο.Π.)
1 Ερευνητής: Ένα κέικ μοιράστηκε ανάμεσα σε τέσσερα παιδιά ως εξής: Ο Γιώργος πήρε δύο έκτα, ο Νίκος 
ένα τέταρτο, η Μαρία ένα τρίτο και ο Δημήτρης το υπόλοιπο. Καταρχήν μοιράστηκε δίκαια το κέικ αυτό; 
Φαίνεται αν μοιράστηκε δίκαια;
2 Παιδί 4: Όχι, γιατί κάθε κλάσμα έχει και διαφορετικό παρονομαστή.
3 Ερευνητής: Ναι, αλλά θα σε ρωτήσω το εξής: Ο Νίκος πήρε ένα τέταρτο και η Μαρία ένα τρίτο. Θα 
μπορούσες να κάνεις τη σύγκριση παρόλο ότι έχουν διαφορετικούς παρονομαστές;
4 Παιδί 4: -
Τα άλλα δύο παιδιά της Ο.Π. φαίνεται να αντιλαμβάνονται ότι — > . Παιδί 5 (Απόσπασμα
5; γραμμές 6, 8) και Παιδί 6 (Απόσπασμα 6: γραμμές 4, 6)
Απόσπασμα 5 (Παιδί 5- Ο.Π.)
5 Ερευνητής: Μπορούμε να τα συγκρίνουμε; Ας πούμε το ένα τρίτο και το ένα τέταρτο μπορούμε να τα 
συγκρίνουμε;
6 Παιδί 5:Ναι.
7 Ερευνητής: Ποιος πήρε περισσότερο;
8 Παιδί 5: Περισσότερο πήρε η Μαρία.
Απόσπασμα 6 (Παιδί 6- Ο.Π.)
2 Παιδί 6: Δεν μοιράστηκε δίκαια.
3 Ερευνητής: Δεν μοιράστηκε δίκαια. Γιατί; Ένα τέταρτο και ένα τρίτο τι είναι; Είναι ίδια;
4 Παιδί 6: Όχι.
5 Ερευνητής: Ποιο είναι περισσότερο;
6 Παιδί 6: Το - Το ένα τρίτο.
Στη συνέχεια το Παιδί 1 (Ο.Ε.) χωρίς να του ζητηθεί αλλά και χωρίς το ίδιο να κάνει 
αναπαραστατικά σχήματα, βρίσκει το κομμάτι που πήρε ο Δημήτρης, κάνοντας διαδοχικά 
πρόσθεση και μετά αφαίρεση όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.1. (Η αφαίρεση γίνεται μόνο 
προφορικά από το Παιδί 1.)
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Σχήμα 5.!: Παιδί 1 - Πρόσθεση με χρήση Ε.Κ.Π.
Το Παιδί 2 της Ο.Ε. με την προτροπή του Ερευνητή (Απόσπασμα 7: γραμμή 9) 
κατασκευάζει αρχικά αναπαραστατικό σχήμα (ορθογώνιο) 'για το κέικ που το χωρίζει σε τρία 
μέρη (Σχήμα 5.2). Όταν ο Ερευνητής προτείνει πάνω στο ίδιο κέικ να δειχτούν και τα 2/6 
που πήρε ο Γιώργος από το κέικ (Απόσπασμα 7: γραμμή 10) το Παιδί 2 λέει ότι για να γίνει 
αυτό θα πρέπει να μεγαλώσει κι άλλο το κέικ (Απόσπασμα 7: γραμμή 11). Αυτό μας οδηγεί 
στην ενίσχυση της υπόθεσης που διατυπώσαμε προηγουμένως για την δυσκολία του όσον 
αφορά την κατανόηση της έννοιας της ισοδυναμίας σε σχέση και με την έννοια του 
«Μέρους-Όλου».
Απόσπασμα 7 (Ήαιδί 2- Ο.Ε.)
9 Ερευνητής. Για να το δούμε με σχήματα.
((7ο παιδί κάνει ένα ορθογώνιο που αναπαριστά το κέικ και το χωρίζει σε τρία ίσα μέρη και σκιάζει το ένα από 
αυτά δημιουργώντας το ένα τρίτο που είναι το κομμάτι της Μαρίας.))
10 Ερευνητής: Ο Γιώργος πήρε δύο έκτα. Μπορείς εδώ να φτιάξεις δύο έκτα;
11 Παιδί 2: (4.5) Ναι. Θα μεγαλώσω και άλλο το κέικ
Σχήμα 5.2: Παιδί 2 - Σχηματική αναπαράσταση σύγκρισης 1/3, 2/6, 1/4 και πρόσθεση κλασμάτων με χρήση 
Ε.Κ.Π.
Στο παραπάνω σχήμα φαίνεται και η πορεία του Παιδιού 2 μέχρι την οριστική απάντηση στο 
αρχικό Ερώτημα - Πρόβλημα. Συγκεκριμένα όταν τίθεται από τον ερευνητή το ερώτημα 
σύγκρισης ανάμεσα στο 1/4 από τη μία μεριά και στο 1/3 και 2/6 (Απόσπασμα 8: γραμμή 26) 
(των θ7ΐοίων την ισοδυναμία έχει ήδη με τη βοήθεια του σχήματος δια7πστώσει) απαντά 
αρχικά ότι της φαίνονται το ίδιο (Απόσπασμα 8; γραμμή 27) αλλά στη συνέχεια με 
προσεκτικότερη παρατήρηση δίνει τη σωστή απάντηση (Απόσπχισμα 8: γραμμή 29). Κατόπιν 
κάνει την πρόσθεση (Σχήμα 2) και προφορικά την αφαίρεση (Απόσπασμα 8: γραμμή 34) και 
ολοκληρώνει.
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Απόσπασμα 8 (Παιδί 2- Ο.Ε.)
26 Ερευνητής: Είναι ισοδύναμα. Άρα ο Γιώργος πήρε ίδιο με την Μαρία. Τώρα το ένα τέταρτο πόσο είναι; Για 
να φτιάξουμε ένα ίδιο κέικ από κάτω. Να το χωρίσουμε σε τέσσερα ίσα κομμάτια και να σκιάσουμε το ένα 
τέταρτο. Τώρα ποιο είναι περισσότερο; Το ένα τρίτο και το δύο έκτα που είναι ίδιο ή το ένα τέταρτο;
27 Παιδί 2: Το ίδιο μου φαίνεται εμένα - δεν ξέρω.
28 Ερευνητής: Για να τα δούμε λίγο πιο προσεκτικά.
29 Παιδί 2: Ο Γιώργος και η Μαρία.
34 Παιδί 2: Είναι έντεκα ενδέκατα. Μετά θα κάνω μια αφαίρεση, δώδεκα δωδέκατα που είναι όλη η σοκολάτα 
έξω έντεκα δωδέκατα για να βρούμε πόσο πήρε ο Δημήτρης. Είναι ένα δωδέκατο.
Το Παιδί 3 για να κάνει τη σύγκριση των τριών κλασμάτων 1/3, 1/4,^2/6, σχεδιάζει 
αναπαραστατικά σχήματα (Σχήμα 5.3) τα οποία σε συνδυασμό με τον διάλογο που 
αναπτύσσεται με τον Ερευνητή (Απόσπασμα 9: γραμμές 13-20) φαίνεται να το οδηγούν στην 
κατανόηση των διαφορετικών μεγεθών που εκφράζουν τα κλάσματα αυτά καθώς και στην 
εύρεση του τέταρτου κλάσματος που προκύπτει κάνοντας διαδοχικά πρόσθεση και αφαίρεση 
με χρήση Ε.Κ.Π.
Σχήμα 5.3: Παιδί 3 - Σχηματική αναπαράσταστι σύγκριση··; 13. 2 6. 1. 4 και πρόσθετη} κλασμάτων με χρήση 
Ε.Κ.Π.
Απόσπασμα 9 (Παιδί 3- Ο.Ε.)
13 Ερευνητής: Να το κάνουμε. Ένα κέικ- να το κόψουμε σε τρία κομμάτια- να πάρουμε το ένα. Ένα ίδιο κέικ 
να το κόψουμε σε τέσσερα κομμάτια να πάρουμε το ένα. Πότε παίρνουμε περισσότερο;
14 Παιδί 3: Στο πρώτο.
15 Ερευνητής: Άρα το ένα τρίτο είναι περισσότερο από το ένα τέταρτο. Τώρα το δύο έκτα που πήρε ο Γιώργος 
μπορούμε να το απλοποιήσουμε;
16 Παιδί 3: Όχι.
17 Ερευνητής: Για να δούμε. Έχουμε ένα κέικ, το κόβουμε σε έξι κομμάτια και παίρνουμε τα δύο, δηλαδή δύο 
έκτα. Για φαντάσου ότι αυτά μαζί ((τα δύο έκτα)) είναι ένα κομμάτι, άρα κι αυτό είναι ένα κομμάτι και αυτό 
είναι ένα κομμάτι και είναι όλα ίσα μεταξύ τους. Τώρα σε πόσα κομμάτια φαίνεται να έχει μοιραστεί το κέικ;
18 Παιδί 3: Σε τρία κομμάτια.
19 Ερευνητής: Τα δύο έκτα είναι ίσα με τι;
20 Παιδί 3: Ένα τρίτο.
Από τα παιδιά της Ο.Π. το Παιδί 6 έχοντας σχεδιάσει τρία κέικ με σκιασμένα αντίστοιχα στο 
καθένα το 2/6, το 1/4, το 1/3 μετά την αναζήτηση ισοδυναμιών ώστε να καταλήξει σε 
ομώνυμα κλάσματα (Σχήμα 5.4) κάνει πρόσθεση και κατόπιν αφαίρεση και βρίσκει έτσι και 
το κομμάτι του Δημήτρη.
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Σχήμα 5.4: Παιδί 6 - Αναζ/ιτησί] ισοδυναμιών στα κλάσματα 2 6. 1 4, 1 3 )ίο. ttjv εύρεση ομότνυμων
Όμοια το Παιδί 5 (Ο.Π.) βρίσκει τα ισοδύναμα των κλασμάτων 2/6, 1/3 και 1/4 ώστε να 
καταστούν αυτά ομώνυμα και κατόπιν κάνει πρόσθεση (Σχήμα 5.5) και αφαίρεση (προφορικά)
3-+JL+.3. ,11
\ 12. ι%
Σχήμα 5,5: Παιδί 5 - Εόρεστ/ ισοδυνάμου (1 4=3 12) και πράοι (πρόσθεση)
Το Παιδί 4 (Ο.Π.) βρίσκει το κομμάτι κέικ του Δημήτρη χωρίς να χρησιμοποιήσει γι’ αυτό 
σχήματα. Βρίσκει το Ε.Κ.Π. των κλασμάτων 1/3, 1/4, 2/6 και κατόπιν τα ισοδύναμά τους 
ώστε να γίνουν ομώνυμα και κάνει διαδοχικά πρόσθεση και αφαίρεση (Απόσπασμα 10: 
γραμμές 10 - 23)
Απόσπασμα 10 (Παιδί 4-Ο.Ε.)
10 Ερευνητής: Τώρα εμείς θέλουμε να βρούμε πόσο πήρε και ο Δημήτρης. Πώς θα το βρούμε αυτό;
11 Παιδί 4: Ο Δημήτρης πήρε το υπόλοιπο. Πρέπει πρώτα να κάνουμε πρόσθεση όλα τα κλάσματα και μετά να 
κάνουμε αφαίρεση από το σύνολο.
12 Ερευνητής: Ωραία. Πώς θα γίνει όμως η πρόσθεση τώρα; Έχουμε δύο έκτα, ένα τέταρτο και ένα τρίτο.
13 Παιδί 4: Θα τα κάνουμε πρώτα ισοδύναμα.
14 Ερευνητής: Ομώνυμα.
15 Παιδί 4: Ναι, ομώνυμα. Το δώδεκα είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο. Το δύο έκτα θα γίνει τέσσερα 
δωδέκατα, το ένα τρίτο θα γίνει τέσσερα δωδέκατα.
16 Ερευνητής: Άρα ο Γιώργος και η Μαρία παίρνουν το ίδιο, έτσι;
17 Παιδί 4: Ναι.
18 Ερευνητής: Ο Νίκος ένα τέταρτο.
19 Παιδί 4: Ο Νίκος τρία δωδέκατα.
20 Ερευνητής: Ωραία. Πόσο πήραν όλοι μαζί τώρα;
1\ Παιδί 4: Πήραν έντεκα δωδέκατα.
22 Ερευνητής: Πόσο πήρε ο Δημήτρης τώρα;
23 Παιδί 4: Ένα δωδέκατο.
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5.1.2 Πολλαπλασιασμός στα κλάσματα
Το Ερώτημα - Πρόβλημα που τέθηκε στα παιδιά των δύο ομάδων με στόχο την ανίχνευση 
των αντιλήψεών τους για την έννοια του πολλαπλασιασμού στα κλάσματα ήταν το 
ακόλουθο: «Στα 3Α ενός οικοπέδου υπάρχει κήπος. Στο Ά του κήπου αυτού θα φυτέψουμε 
λουλούδια. Σε τι μέρος του οικοπέδου θα υπάρχουν λουλούδια;»
Το Παιδί 1 (Απόσπασμα 11: γραμμές 35, 36) και το Παιδί 2 (Απόσπασμα 12: γραμμές 58 
- 63) της Ο.Ε. δηλώνουν αρχικά, χωρίς βεβαιότητα, ότι θα έκαναν αφαίρεση για να 
απαντήσουν στο πρόβλημα.
Απόσπασμα 11 (Παιδί 1 - Ο.Ε)
35 Ερευνητής: Τρία τέταρτα ενός οικοπέδου. Στο ένα δεύτερο από τα τρία τέταρτα θα υπάρχουν λουλούδια. Τι 
πράξη σου έρχεται στο μυαλό;
36 Παιδί 1: Νομίζω, δεν είμαι βέβαια σίγουρη= μία αφαίρεση.
Απόσπασμα 12 (Παιδί 2 - Ο.Ε)
58 Ερευνητής: Στο ένα δεύτερο του κήπου που είναι τα τρία τέταρτα του οικοπέδου θέλουμε να φυτέψουμε 
λουλούδια. Μπορούμε να βρούμε το ένα δεύτερο του τρία τέταρτα; Με τι πράξη θα το βρίσκαμε;
59 Παιδί 2: (5.0)
60 Ερευνητής: Αν δεν ήταν τρία τέταρτα και λέγαμε πως ήταν δέκα στρέμματα και θέλαμε να βρούμε το ένα 
δεύτερο του δέκα τι θα κάναμε;
61 Παιδί 2: (4.0) 0 Μία αφαίρεση- όχι.
62 Ερευνητής: Τι πράξη θα κάναμε για να βρίσκαμε το ένα δεύτερο του δέκα;
63 Παιδί 2: (7.5)
Ο Ερευνητής χρησιμοποιεί ένα παρένθετο πρόβλημα βάζοντας στη θέση του κλασματικού 
πολλαπλασιαστέου (3/4 του οικοπέδου) έναν ακέραιο αριθμό (10 στρέμματα) (Απόσπασμα 
12: γραμμή 60). Αυτό γίνεται ώστε να δοθεί στο παιδί η δυνατότητα, μέσω του 
πολλαπλασιασμού κλάσματος με ακέραιο, της κατανόησης και του πολλαπλασιασμού 
κλάσματος με κλάσμα. Το ίδιο συμβαίνει με όλα τα παιδιά της Ο.Ε. με όμοιο παρένθετο 
πρόβλημα (αντί για 10 στρέμματα αναφέρουμε 10 σοκολάτες, ως πιο προσιτή στα παιδιά 
εικόνα).
Το Παιδί 2, όταν ο Ερευνητής αναφέρει το παρένθετο πρόβλημα, απαντά ότι θα έκανε 
μια διαίρεση και έναν πολλαπλασιασμό (Απόσπασμα 13: γραμμή 69) και κατόπιν 
αναφέρεται σε όμοιο πρόβλημα που είχε λύσει με τον πατέρα της και όπου εκείνος την είχε 
συμβουλεύσει να κάνει διαίρεση με τον παρονομαστή και ό,τι βρει να το πολλαπλασιάσει με 
τον αριθμητή (Απόσπασμα 13: γραμμή 75). Θα παρατηρούσαμε στο σημείο αυτό ότι
k
ακολουθώντας το παιδί τη διαδικασία των διαδοχικών πράξεων, διαίρεσης και 
πολλαπλασιασμού, ενεργεί ως να επεξεργάζονταν ένα πρόβλημα ακεραίων. Φαίνεται δηλαδή 
να λείπει η διάσταση της ενιαίας οντότητας του κλασματικού αριθμού, όπου αριθμητής και
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παρονομαστής δεν υπάρχουν στο κλάσμα ως ανεξάρτητοι μεταξύ τους ακέραιοι αριθμοί, 
αλλά μόνο μέσα από τη σχέση Μέρους - Όλου που τους ορίζει.
Απόσπασιια 13 (Παιδί2-Ο.Ε.)
64 Ερευνητής: Λέμε ότι έχουμε δέκα σοκολάτες. Θέλουμε να πάρουμε το ένα δεύτερο από αυτές. Πόσες 
παίρνουμε;
65 Παιδί 2: (3.0) Τις μισές.
66 Ερευνητής: Πόσες δηλαδή;
67 Παιδί 2: Πέντε.
68 Ερευνητής: Πώς το βρίσκεις αυτό; Με τι πράξη;
69 Παιδί 2 (7.0) Μια διαίρεση και ένα πολλαπλασιασμό.
73 Παιδί 2Να ρωτήσω κάτι;
74 Ερευνητής: Ναι.
75 Παιδί 2Σε ένα πρόβλημα που κάναμε με τον πατέρα μου και είχαμε από δεκαοχτώ ψωμιά να πάρουμε το ένα 
δεύτερο μου είπε να διαιρέσω με το δύο και ότι βρω να το πολλαπλασιάσω με το ένα.
76 Ερευνητής: Για να το δούμε πιο απλά. Αν πάρουμε το κλάσμα, το κλάσμα σημαίνει, παρονομαστής δύο. 
Δηλαδή χωρίζουμε ότι έχουμε σε δύο-
77 Παιδί 2 [σε δύο κομμάτια και παίρνουμε το ένα.
Το Παιδί 3 φαίνεται να δυσκολεύεται να κατανοήσει τη λειτουργία του κλάσματος 1/2 ως 
πολλαπλασιαστή ακόμη και όταν ο Ερευνητής χρησιμοποιεί το παρένθετο πρόβλημα 
(Απόσπασμα 14: γραμμές 49, 51, 53, 59)
Απόσπασμα 14 (Παιδί 3-Ο.Ε.)
48 Ερευνητής: Αν ήθελες να βρεις το ένα δεύτερο από δέκα σοκολάτες τι θα έκανες;
49 Παιδί 3: Το ένα δεύτερο από δέκα σοκολάτες; Εε
50 Ερευνητής: Τι πράξη θα έκανες για να το βρεις; Θέλουμε το ένα δεύτερο από αυτές τις δέκα σοκολάτες. Τι 
πρέπει να κάνουμε; Τι πράξη;
51 Παιδί 3: (5.0)
52 Ερευνητής: Για να δούμε τι σημαίνει ένα δεύτερο. Είναι ένα κλάσμα. Ο παρονομαστής τι σημαίνει; Σε 
πόσα;-
53 Παιδί 3: Σε πόσα-
54 Ερευνητής: Σε πόσα ίσα μέρη χωρίζουμε κάτι. Έχουμε λοιπόν δέκα σοκολάτες, τις χωρίζουμε σε πόσα ίσα
μέρη;
55 Παιδί 3: Σε δύο.
56 Ερευνητής: Ωραία. Είναι στο ένα μέρος- πέντε. Αν πάρω το ένα από τα δύο ίσα μέρη πόσες έχω πάρει;
57 Παιδί 3: Το ένα δεύτερο.
58 Ερευνητής: Άρα πόσες σοκολάτες; Πέντε σοκολάτες. Τι πράξη είναι αυτή; Το ένα δεύτερο του δέκα; Τι 
πράξη θα έκανες;
59 Παιδί 3: Δι- όχι.
60 Ερευνητής: Αν κάνεις διαίρεση θα πεις δέκα δια δύο. Ένα δεύτερο του δέκα τι πράξη είναι;
61 Παιδί 3: (3.0) Πολλαπλασιασμός.
Στη συνέχεια το Παιδί 1 αφού κάνει την πράξη του πολλαπλασιασμού (Απόσπασμα 15: 
γραμμή 44), σχεδιάζει, με προτροπή του Ερευνητή, το οικόπεδο και φαίνεται να συναντά 
δυσκολίες και στο χωρισμό του σε τέταρτα αλλά και στην εύρεση γεωμετρικά του μισού των 
3/4 (επιχειρεί να χωρίσει τα 3/4 του οικοπέδου με οριζόντια γραμμή στο μέσο του δεύτερου 
από επάνω τμήματος (1/4) των 3/4 (Σχήμα 5.6), (Απόσπασμα 15: γραμμές 47-53). Στη 
συνέχεια παρόλο ότι έχει ήδη κάνει την πράξη, έχει βρει το αποτέλεσμα και έχει χωρίσει με
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κάθετη πλέον γραμμή τα 3/4 σε δύο ίσα μέρη ορίζοντας έτσι το 1/2 τους, φαίνεται να 
δυσκολεύεται και πάλι στον ορισμό του μέρους του κήπου όπου έχουν φυτευτεί λουλούδια 
σε σχέση με όλο το οικόπεδο. Έτσι αναφέρει αρχικά ως απάντηση στο πρόβλημα το 3/6 




Σχήμα 5.6: Ποαδί 1 - Πράςι/ και σχισματικές αναπαρατηάσεις για vjv εττίλιχπ/ τυο προβλήματος
Απόσπασμα 15 (Παιδί 1-Ο.Ε.)
43 Ερευνητής: Ωραία. Για κάνε τον να δούμε τι θα μας βγάλει και μετά βλέπουμε με σχήμα.
(( Η μαθήτρια κάνει την πράξη))
44 Παιδί 1: Βρήκαμε τρία όγδοα.
45 Ερευνητής: Ωραία. Θέλεις να το κάνεις τώρα αυτό με σχήμα; Για κάνε το με σχήμα. Κάνε ένα οικόπεδο.
(( Η μαθήτρια κάνει το σχήμα.))
46 Ερευνητής: Τα τρία τέταρτα του οικοπέδου.
47 Παιδί 1: Τρία τέταρτα;
48 Ερευνητής: Σκίασε τα τρία τέταρτα. Ωραία. Και τώρα ένα δεύτερο του τρία τέταρτα.
49 Παιδί 1:Ένα δεύτερο;
50 Ερευνητής: Πώς ξέρεις ότι είναι εκεί το ένα δεύτερο;- Μήπως υπάρχει ένας άλλος τρόπος πιο εύκολος; 
Δηλαδή αν το έκανες έτσι. Αν έλεγες ότι αυτός είναι ο κήπος- αυτός είναι ο μισός κήπος, δεν είναι;
51 Παιδί 1: Ναι.
52 Ερευνητής: Ωραία. Το χωρίζουμε στη μέση και μετά πάλι στη μέση για να γίνει τέταρτα. Λοιπόν ένα, δύο, 
τρία τέταρτα. Αν το χωρίσουμε στη μέση ποιο θα είναι ο κήπος;=δεν θα είναι αυτό εδώ;
53 Παιδί 1: Ναι.
54 Ερευνητής: Τι μέρος του οικοπέδου είναι αυτό;
55 Παιδί 1: Είναι τα τρία - έκτα.
56 Ερευνητής: Όλο το οικόπεδο όμως;
57 Παιδί 1: Α, ναι. Τρία όγδοα.
Όμοια και το Παιδί 2 φαίνεται να δυσκολεύεται να ορίσει στο σχήμα που κατασκευάζει τα 
στοιχεία του προβλήματος. Ακόμη και μετά την παρέμβαση του Ερευνητή ο οποίος ορίζει 
γεωμετρικά το 1/2 των 3/4 του οικοπέδου στο σχήμα, το Παιδί 2 δυσκολεύεται να ορίσει το 
φυτεμένο με λουλούδια μέρος του κήπου σε σχέση με το οικόπεδο. (Απόσπασμα 16: γραμμές 
78-90)
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Απόσπασμα 16 (Παιδί 2-Ο.Ε.)
78 Ερευνητής: Το ίδιο δεν μπορούμε να κάνουμε και με τον κήπο; Δηλαδή για φαντάσου ότι το οικόπεδο είναι 
αυτό. Μπορείς να βρεις τα τρία τέταρτα σ’ αυτό που είναι ο κήπος;
((Το παιδί σχεδιάζει ένα ορθογώνιο και το χωρίζει σε τέσσερα ίσα μέρη και σκιάζει τα τρία από αυτά))
79 Ερευνητής: Στο ένα δεύτερο του κήπου φυτέψαμε λουλούδια.
80Παιδί 2: Στο υπόλοιπο κομμάτι αυτό εδώ. ((Δείχνει το ένα τέταρτο του οικοπέδου που δεν είναι κήπος.))
81 Ερευνητής: Δεν φυτέψαμε εκεί τίποτε. Στο ένα δεύτερο του κήπου. Ποιος είναι ο κήπος;
82 Παιδί 2: Αυτό είναι όλο.
83 Ερευνητής: Όλο είναι οικόπεδο. Ο κήπος είναι τα τρία τέταρτα.
((Το παιδί δείχνει τον κήπο))
84 Ερευνητής: Α, ωραία. Στο ένα δεύτερο αυτού. Το ένα δεύτερο μπορείς να το βρεις; Τι πρέπει να κάνεις για
να το βρεις; ✓'
85 Παιδί 2: Να χωρίσουμε-
86 Ερευνητής: Αν το χωρίσεις έτσι; ((Ο Ερευνητής χωρίζει τα τρία τέταρτα στη μέση ώστε να προκύπτουν όγδοα 
με μια μεσοκάθετο παράλληλη προς τις δύο βάσεις.))
87 Ερευνητής: Εδώ πες ότι είναι λουλούδια. Τι μέρος ολόκληρου του οικοπέδου είναι αυτό;
88 Παιδί 2: (5.5) Έξι όγδοα.
89 Ερευνητής: Κοίταξε λίγο. Ένα, δύο, τρία. Αν συνεχίζαμε δεν θα το χωρίζαμε και εδώ; Επομένως τρία-
90 Παιδί 2: ° Τρία όγδοα.
Το Παιδί 3 (ραίνεται να αντιδρά πιο θετικά σε σχέση με τα άλλα δυο παιδιά της ομάδας του 
στην προσέγγιση του προβλήματος με αναπαραστατικό σχήμα και να φθάνει πιο γρήγορα 
στην εύρεση της λύσης του προβλήματος. Ενδιαφέρον ακόμη παρουσιάζει ο τρόπος με τον 
θ7ΐοίο χωρίζει και σκιάζει το αναπαραστατικό σχήμα. (Σχήμα 5.8) , (Απόσπασμα 17: γραμμές
Απόσπασμα 17 (Παιδί 3-Ο.Ε.)
64 Ερευνητής: Ωραία. Αυτό τώρα μπορούμε να το δείξουμε με σχήμα; Για να φτιάξουμε ένα οικόπεδο.
((Το παιδί σχεδιάζει.))
65 Ερευνητής: Στα τρία τέταρτα του οικοπέδου είναι κήπος. Στο ένα δεύτερο αυτού του κήπου βάζουμε 
λουλούδια. Μπορούμε να βρούμε το ένα δεύτερο αυτού του κήπου;
((Το παιδί σχεδιάζει.))
66 Ερευνητής: Τώρα αυτά τα τρία κομμάτια τι κομμάτι ολόκληρου του οικοπέδου είναι;
67 Παιδί 3: Τρία όγδοα.
Σχήμα 5.7: Παιδί 2 -Σχτ]ματηα) αναπαράσταση; το ο προβλήματος
64-67)
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Σχήμα 5.8: Παιδί 3 - Σχηματικά) αναπαράστασιι τσο προβλήματος
Από την Ο.Π. το Παιδί 4 (Απόσπασμα 18: γραμμές 37, 39) και το Παιδί 5 (Απόσπασμα 19: 
γραμμές 49, 51, 53, 55) με την ολοκλήρωση της εκφώνησης του προβλήματος σχεδιάζουν 
αναπαραστατικό σχήμα, χωρίζουν και σκιάζουν σωστά, και βρίσκουν αμέσως την ορθή 
λύση, την οποία και ερμηνεύουν χωρίς να κάνουν την πράξη.
Απόσπασμα 18 (Ήαιδί 4-Ο.Π.)
37 Παιδί 4: Να το σχεδιάσω;
38 Ερευνητής: Ναι
((Το παιδί σχεδιάζει ένα ορθογώνιο και το χωρίζει σε τέσσερα ίσα κομμάτια))
39 Παιδί 4: Θα χρωματίσω τα τρία από τα τέσσερα. Θα χωρίσω τον κήπο στη μέση και στα τρία όγδοα 
ολόκληρου του οικοπέδου θα φυτευτούν λουλούδια.
Σχήμα 5.9: Παιδί 4 - Σχ>\ματική αναπαράσταση του προβλήματος
Απόσπασμα 19(Ώαιδί 5-Ο.Π.)
49 Παιδί 5: Ναι, θα κάνουμε ένα ολόκληρο οικόπεδο. Το χωρίζουμε σε τέσσερα μέρη και σκιάζουμε τα τρία.
50 Ερευνητής: Στο ένα δεύτερο του κήπου θα φυτέψουμε λουλούδια. Το ένα δεύτερο αυτό του κήπου τι μέρος 
ολόκληρου του οικοπέδου είναι; Πώς μπορείς να κόψεις στη μέση τον κήπο;
51 Παιδί 5: Με μία κάθετο.
52 Ερευνητής: Δείξε τώρα τα κουτάκια όπου υπάρχουν τα λουλούδια. Τι μέρος ολόκληρου του οικοπέδου είναι 
αυτό;
53 Παιδί 5: Τρία όγδοα.
54 Ερευνητής: Μπράβο. Και το βρήκες αμέσως, χωρίς να κάνεις πράξη. Πώς σκύφτηκες;
55 Παιδί 5: Σκέφτηκα ότι όλα τα τετραγωνάκια είναι οχτώ και στα τρία από τα οχτώ τετραγωνάκια θα φυτέψω 
λουλούδια.
Το Παιδί 6 (Ο.Π.) ενώ σχεδιάζει στο οικόπεδο τα 3/4 αλλά και τη γραμμή που χωρίζει τα 3/4 
του οικοπέδου σε δύο ίσα μέρη φαίνεται να δυσκολεύεται στον ορισμό του τμήματος του 
κήπου που είναι φυτεμένος με λουλούδια (δηλ. τα 3/8). Αναφέρει το τμήμα αυτό ως 3/5 ίσως 
υπολογίζοντας ως παρονομαστή του κλάσματος το άθροισμα των σκιασμένων (ως φυτεμένα 
με λουλούδια τμήματα) και των μη σκιασμένων υπόλοιπων τμημάτων του οικοπέδου. Μετά
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από σχετική επισήμανση του Ερευνητή το παιδί διορθώνει, κάνει την πράξη και επαληθεύει 
το αποτέλεσμα και αλγοριθμικά. (Απόσπασμα 20: γραμμές 23-39)
Απόσπασμα 20(11 αιδί 6 - Ο.Π.)
23 Ερευνητής: Το ένα δεύτερο του κήπου ποιο είναι;
((Το παιδί σχεδιάζει γραμμή που χωρίζει τα τρία τέταρτα σε δύο ίσα μέρη επεκτείνοντας την σε όλο το 
οικόπεδο))
24 Ερευνητής: Τι μέρος ολόκληρου του οικοπέδου είναι αυτό;
25 Παιδί 6: -
26 Ερευνητής: Όλο το οικόπεδο σε πόσα κομμάτια είναι τώρα χωρισμένο;
27 Παιδί 6: Οχτώ. '
28 Ερευνητής: Πολύ ωραία. Επομένως;
29 Παιδί 6: Τρία -
30 Ερευνητής: Πόσα είναι όλα;
31 Παιδί 6: Τρία πέμπτα.
32 Ερευνητής: Οχτώ δεν είναι όλα τα κομμάτια;
33 Ερευνητής: Τι μέρος ολόκληρου του οικοπέδου είναι λουλούδια;
34 Παιδί 6: Τα τρία - τρία πέμπτα δεν είναι;
35 Ερευνητής: Γιατί τρία πέμπτα. Που είναι τα πέμπτα;
36 Παιδί 6: Αφού πέντε κομμάτια είναι. Ένα, δύο, τρία, τέσσερα, πέντε.
37 Ερευνητής: Ναι, όλα μαζί πόσα είναι;
38 Παιδί 6: Α, τρία όγδοα.
39 Ερευνητής: Αν κάναμε την πράξη τι θα βγάζαμε; Τι πράξη κάνουμε;
(( Το παιδί κάνει την πράξη και βγάζει πάλι τρία όγδοα.))
5.1.3 Διαίρεση στα κλάσματα
Για την διερεύνηση των αντιλήψεων των παιδιών σχετικά με τη διαίρεση στα κλάσματα 
χρησιμοποιήθηκαν δύο Ερωτήσεις-Προβλήματα. Το πρώτο εξ αυτών στο οποίο κλήθηκαν να 
απαντήσουν τα παιδιά είχε ως εξής: « Το 1/4 μιας πίτσας μοιράστηκε δίκαια σε δύο παιδιά. Τι 
μέρος ολόκληρης της πίτσας πήρε το καθένας
Το Παιδί 1 καταρχήν επιλέγει ορθά ως πράξη επίλυσης του προβλήματος τη διαίρεση 1/4 
ε-2 και βρίσκει το σωστό αποτέλεσμα (Απόσπασμα 21: γραμμές 61, 62). Συναντά όμως 
δυσκολίες όταν καλείται να ερμηνεύσει αυτή την επιλογή του και κυρίως το αποτέλεσμα της 
διαίρεσης με χρήση αναπαραστατικού σχήματος (κύκλο που αναπαριστά την πίτσα) 
(Απόσπασμα 21: γραμμές 71, 73). Συγκεκριμένα δυσκολεύεται να αντιληφθεί το κομμάτι της 
πίτσας που θα πάρει κάθε παιδί ως μέρος μιας ολόκληρης πίτσας αφού για το λόγο αυτό θα 
πρέπει κάθε 1/4 της πίτσας να χωριστεί σε δύο ίσα κομμάτια ώστε να προκόψουν όγδοα. 
Όμοιες δυσκολίες με το Παιδί 1 εμφανίζουν και τα άλλα δύο παιδιά της Ο.Ε.
Απόσπασιια 21 (Παιδί 1-0.Ε.)
60 Ερευνητής: Τι πράξη θα κάνουμε; Έχουμε ένα τέταρτο να το μοιράσουμε σε δύο παιδιά.
61 Παιδί 1: Μια διαίρεση.
((Το παιδί κάνει την πράξη))
62 Παιδί 1: Είναι ένα όγδοο.
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63 Ερευνητής: Μήπως μπορείς να το κάνεις και με σχήμα να το δούμε;
((Τιο παιδί κάνει κυκλικό σχήμα που αναπαριστά την πίτσα))
64 Ερευνητής: Ένα τέταρτο της πίτσας = και τώρα αυτό μοίρασε το σε δύο κομμάτια.
65 Παιδί 1: Σε δύο;
66 Ερευνητής: Ναι, γιατί είναι δύο τα παιδιά. Πόσο θα πάρει κάθε παιδί;
67 Παιδί 1: Το ένα δεύτερο.
68 Ερευνητής: Του ενός τετάρτου.
69 Παιδί 1: Ναι, ° του ενός τετάρτου.
70 Ερευνητής: Για όλη την πίτσα πόσο είναι;
71 Παιδί 1: Το: (4.0)
72 Ερευνητής: Δηλαδή ας πούμε αυτό είναι ένα τέταρτο. Το ένα παιδί θα πάρει αυτό. Αυτό τι κομμάτι όλης της
πίτσας είναι; ^'
73 Παιδί 1: Ε (3.0) ένα έκτο
74 Ερευνητής: Ένα, δύο, τρία, τέσσερα, πέντε, έξι, εφτά, οχτώ. Αρα είναι ένα;-
75 Παιδί 1: Ένα όγδοο.
1 6
Σχήμα 5.10: Παιδί 1 - Πράξη επίλοστ/ς και σχημανκι) αναπαράσταση wo προβλήματος
Τα παιδιά της Ο.Π. προχωρούν αμέσως με δική τους πρωτοβουλία σε σχηματική 
' αναπαράσταση του προβλήματος και της λύσης του σχεδιάζοντας ένα κύκλο που αναπαριστά 
την πίτσα, τον οποίο χωρίζουν σε τέσσερα ίσα μέρη και ύστερα χωρίζουν το 1/4 της πίτσας 
και πάλι σε δύο ίσα μέρη εκ των οποίων σκιάζουν το ένα. Η ζητούμενη λύση (το 1/8 της 
πίτσας) προκύπτει οπτικά από την σχέση Μέρους -Όλου ανάμεσα στο σκιασμένο κομμάτι 
της πίτσας και το σύνολο των κομματιων που προκύπτουν από τον χωρισμό κάθε 1/4 της 
πίτσας σε δύο ίσα μέρη, Παιδί 4 (Απόσπασμα 22: γραμμές 42-44) και Παιδί 5 (Απόσπασμα 23: 
γραμμές 56-58)
Απόσπασμα 22 (Παιδί 4-0.Π.)
42 Παιδί 4: Ένα τέταρτο πίτσας σε δύο παιδιά. Να κάνω σχήμα;
43 Ερευνητής: Νομίζω ότι θα βοηθούσε.
((Κάνει ένα κύκλο που αναπαριστά μια πίτσα Την χωρίζει σε τέσσερα ίσα κομμάτια))
44 Παιδί 4: Θα χρωματίσω το ένα τέταρτο. Και θέλουμε αυτό να το μοιράσουμε σε δύο παιδιά. - Το κάθε παιδί 
πήρε ένα όγδοο ολόκληρης της πίτσας.
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Σχήμα 5.11: Παιδί 4 -Σχημανχι) αναπαράστασι/ τοο προβλήματος
Απόσπασμα 23 (Παιδί 5-Ο.ΓΤ.)
56 Ερευνητής: Τώρα, έχουμε ένα τέταρτο πίτσας το οποίο το μοιράστηκαν δύο παιδιά. Τι μέρος της πίτσας 
ολόκληρης πήρε το κάθε παιδί;
((Το παιδί σχεδιάζει έναν κύκλο που αναπαριστά την πίτσα, την χωρίζει σε τέσσερα ίσα κομμάτια και κατόπιν 
κάθε ένα από αυτά τα κομμάτια σε δύο ίσα.))
57 Ερευνητής: Δεν υπάρχουν τα άλλα κομμάτια.
58 Παιδί 5: Ναι. Πήρε το ένα όγδοο.
Το Παιδί 6 ενώ ακολουθεί την ίδια διαδικασία με τα άλλα δύο παιδιά της Ο.Π. όταν 
υπολογίζει το κλάσμα αναφέρει αρχικά 1/7 αντί του ορθού 1/8. Ίσως πρόκειται εδώ για μια 
όχι απαραίτητα εδραιωμένη μη ορθή αντίληψη, αφού αμέσως μετά διορθώνει, της σχέσης 
Μέρους-Όλου όπου στον παρονομαστή δεν περιλαμβάνεται το τμήμα που ορίζεται από τον 
αριθμητή.(Απόσπασμα 24:γραμμές 45-52)
Απόσπασμα 24 (Παιδί 6-0.Π.)
45 Ερευνητής: Πόσο πήρε το κάθε παιδί;- Σε σχέση με όλη ‘την πίτσα όμως. Κομμάτι ολόκληρης της πίτσας 
πήρε. Δεν πήρε αυτό το κομμάτι; Τι κομμάτι είναι αυτό για ολόκληρη την πίτσα;
46 Παιδί 6: Α, θα κόψω και τ’ άλλα στη μέση.
47 Ερευνητής: Πολύ ωραία. Πάμε λοιπόν.
48 Παιδί 6: Ένα έβδομο= Όχι.
49 Ερευνητής: Αυτό δεν πήρε;
50 Παιδί 6: Ναι.
51 Ερευνητής: Πόσα είναι όλα;
52 Παιδί 6:0χτώ. Ένα όγδοο.
Το δεύτερο πρόβλημα της ενότητας διαίρεση στα κλάσματα στο οποίο κλήθηκαν να 
απαντήσουν τα παιδιά ήταν το ακόλουθο: «Το κρεμοσόατουνο της πλαστικής συσκενασίας των 
4/5 του λίτρου μοιράστηκε σε μικρότερες σακούλες των 3/10 του λίτρου. Πόσες τέτοιες 
σακούλες χρειάστηκαν,»
Το Παιδί 1 της Ο.Ε προτείνει αρχικά ως πράξη επίλυσης του προβλήματος τον 
' πολλαπλασιασμό (Απόσπασμα 25: γραμμή 77). Μετά από επισήμανση του ερευνητή της 
λέξης «μοιράστηκε» διορθώνει προτείνοντας διαίρεση την οποία και κάνει σωστά 
(Απόσπασμα 25: γραμμές 79, 81). Δυσκολεύεται όμως στη συνέχεια να ερμηνεύσει το 8/3 
που βρήκε ως εξαγόμενο της διαίρεσης λέγοντας μάλιστα ότι αυτό δεν είναι ολόκληρη
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σακούλα (Απόσπασμα 25: γραμμές 82, 84). Φαίνεται από τα σημεία αυτά να συναντά 
δυσκολίες με την έννοια του καταχρηστικού αριθμού. Αυτή την έννοια επιχειρεί κατόπιν ο 
ερευνητής να του την παρουσιάσει αναλύοντας το 8/3 σε άθροισμα ακεραίων και 
κλασματικών μερών (3/3 +3/3 +2/3). Την τελική απάντηση δίνει ο ίδιος μετατρέποντας το 
καταχρηστικό κλάσμα σε μεικτό αριθμό (Απόσπασμα 25: γραμμές 85, 86). Σε όλη τη 
διαδικασία που προηγήθηκε το Παιδί 1 δεν εκδηλώνει την επιθυμία να εργαστεί στο 
πρόβλημα με σχηματικές αναπαραστάσεις. ^
Απόσπασμα25 (Παιδί 1-0.Ε.)
77 Παιδί 1: Έναν πολλαπλασιασμό;
78 Ερευνητής: Θέλουμε να μοιράσουμε ας πούμε ένα μπουκάλι με τέσσερα πέμπτα του λίτρου σε μικρότερα 
μπουκαλάκια που το καθένα είναι
79 Παιδί 1: Διαίρεση.
80 Ερευνητής: Διαίρεση= για πάμε να την κάνουμε 
((Το παιδί κάνει την πράξη.))
81 Ερευνητής: Ωραία, βγαίνει οχτώ τρίτα. Ναι αλλά αυτό τελικά πόσο είναι; Πόσες σακούλες είναι; Είναι μία 
σακούλα; Παραπάνω από μία;
82 Παιδί 1: Δεν είναι ολόκληρη σακούλα.
83 Ερευνητής: Γιατί;
84 Παιδί 1: Γιατί:
85 Ερευνητής: τα οχτώ τρίτα πόσα τρίτα είναι; Τρία τρίτα μία φορά, άρα μία σακούλα. Τρία τρίτα άλλη μία 
φορά, έξι τρίτα, δύο σακούλες. Κάνε τη διαίρεση οχτώ δια τρία να δούμε.
86 Ερευνητής: Δύο σακούλες και δύο τρίτα της σακούλας = έτσι δεν είναι;
87 Παιδί 1: Ναι
Σχήμα 5.12: Παιδί 1 - Πράξη επίλνσης τον προβλήματος
Το Παιδί 3 της Ο.Ε. προτείνει επίσης ως πράξη επίλυσης του προβλήματος τη διαίρεση 
4/5-4-3/10 αλλά φαίνεται να συναντά δυσκολίες τόσο στην ερμηνεία του αποτελέσματος με 
πραγματικούς όρους, όσο και στην σχηματική αναπαράσταση του προβλήματος. Στο σημείο 
αυτό έχοντας διαπιστώσει ο Ερευνητής την αδυναμία του παιδιού να προχωρήσει, έστω και 
με τη βοήθειά του, στην επίλυση του προβλήματος με χρήση σχηματικών αναπαραστάσεων 
σχεδιάζει ο ίδιος και παρουσιάζει τη λύση. (Απόσπασμα 26: γραμμές 73-83)
Απόσπασμα 26 (Παιδί 3-Ο.Ε.)
73 Παιδί 3: Διαίρεση.
74 Ερευνητής: Ποια;
75 Παιδί 3: Τέσσερα πέμπτα δια τρία δέκατα. Βγαίνει οχτώ τρίτα.
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 09:05:47 EET - 137.108.70.7
145
76 Ερευνητής: Μπορούμε να βρούμε πόσα μπουκαλάιαα είναι τα οχτώ τρίτα;
77 Παιδί 3: (5.0)
78 Ερευνητής: Τρία τρίτα ένα μπουκαλάκι. Άλλα τρία τρίτα άλλο ένα μπουκαλάκι. Τρία τρίτα και τρία τρίτα;
79 Παιδί 3: Έξι τρίτα.
80 Ερευνητής: Μας μένουν και δύο τρίτα. Άρα οχτώ τρίτα ίσον δύο και δύο τρίτα. Αυτό θα μπορούσε να γίνει 
και με σχήμα;
81 Παιδί 3: (6.0)
((Ο Ερευνητής σχεδιάζει ένα «όρθιο» ορθογώνιο το οποίο αναπαριστά τη μεγάλη συσκευασία. Αυτή πρέπει να 
μοιραστεί σε μικρότερα μπουκαλάκια. Χωρίζεται σε πέντε ίσα κομμάτια και δίπλα του τοποθετούνται μπουκαλάκια 
των τριών δεκάτων.))
82 Ερευνητής; Μπορούμε να κάνουμε τα πέμπτα, στα οποία είναι χωρισμένη η μεγάλη συσκευασία, δέκατα;
83 Παιδί 3: (4.0)
((Ο Ερευνητής χωρίζει τα πέμπτα σε δέκατα και «γεμίζει» τα μπουκαλάκια των τριών δεκάτων με το 
κρεμοσάπουνο από τη μεγάλη συσκευασία. Έτσι βρίσκει και δείχνει στο μαθητή ότι με τη μεγάλη συσκευασία θα 
γεμίσουμε δύο μικρά μπουκαλάκια και δύο τρίτα από ένα μικρό μπουκαλάκι.))
Από την Ο.Π. το Παιδί 4 σχέδιαζα αμέσως με δική του πρωτοβουλία ένα ορθογώνιο, το 
χωρίζα σε πέντε ίσα κομμάτια εκ των οποίων σκιάζα τα τέσσερα, οπτικοποιώντας έτσι το 
4/5. (Απόσπασμα 27; γραμμή 46). Στη συνέχεια κατασκευάζα το ισοδύναμο του 4/5 = 8/10 
χωρίζοντας στο ορθογώνιο που είχε σχέδιασα κάθε πέμπτο σε δύο ίσα μέρη και 
αποκαλώντας χαρακτηριστικά αυτή τη διαδικασία εύκολη (Απόσπασμα 28: γραμμές 48, 50).
2
Ακολούθως, χωρίς να κάνει την διαίρεση, δίνα αμέσως την ορθή απάντηση 2 —
3
σακουλίτσες, μάλιστα ερμηνεύοντας την με βάση το αναπαραστατικό σχήμα που έχει ήδη 
σχεδιάσει. (Απόσπασμα 27: γραμμές 52, 53).
Απόσπασμα 27 (Παιδί 4-0.Π.)
((Σχεδιάζει ένα «όρθιο» ορθογώνιο και το μοιράζει σε πέντε ίσα κομμάτια))
46 Παιδί 4: Θα χρωματίσω τα τέσσερα επειδή μου λέει τα τέσσερα πέμπτα είναι σαπούνι.
47 Ερευνητής: Ναι, αλλά όμως οι σακουλίτσες είναι τρία δέκα του λίτρου. Εδώ έχουμε πέμπτα. Εμείς θέλουμε 
δέκατα.
48 Παιδί 4: Ε, εύκολο είναι.
49 Ερευνητής: Για πες.
50 Παιδί 4: Αν το τέσσερα πέμπτα θελήσω να το κάνω ομώνυμα θα το διπλασιάσω. Δύο πέντε δέκα και δύο 
τέσσερις οχτώ. Θα χωρίσω λοιπόν το κάθε κομμάτι στη μέση.
51 Ερευνητής: Πάρα πολύ ωραία.
52 Παιδί 4: Το ένα σακουλάκι των τριών δεκάτων θα το γεμίσουμε όλο γιατί χωράει. Το δεύτερο σακουλάκι θα 
γεμίσει και αυτό όλο και το τρίτο σακουλάκι θα γεμίσει ως εδώ.
((Δείχνει τα δύο τρίτα από το σακουλάκι.))
53 Παιδί 4: Θα γεμίσει δύο σακούλες και δύο τρίτα της σακούλας.
54 Ερευνητής: Πάρα πολύ ωραία.
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Σχήμα 5.13: Παιδί 4 - Σχηματικτ) αναπαρό.σταση του προβλήματος
Το Παιδί 6 της Ο.Π. επιλέγει την διαίρεση ως πράξη επίλυσης του προβλήματος (Απόσπασμα 
28: γραμμή 59). Στη συνέχεια στη σχηματική αναπαράσταση φαίνεται να δυσκολεύεται στο 
σχεδίασμά του ισοδυνάμου 8/10 του 4/5 ώστε να οπτικοποιήσει τη λύση στο σχήμα 
(Απόσπασμα 28: γραμμές 61, 65). Όταν αυτό επιτυγχάνεται και με την συμβολή του
2
ερευνητή, δίνει αρχικά την απάντηση 2— (Απόσπασμα 28: γραμμή 76), προφανώς
υπολογίζοντας το υπόλοιπο υγρό στην αρχική συσκευασία και μην λαμβάνοντας υπόψη ότι 
το αποτέλεσμα πρέπει να μας λέει πόσα σακουλάκια γέμισαν από την αρχική συσκευασία. 
Αμέσως όμως και χωρίς την παρέμβαση του ερευνητή διορθώνει και ακολούθως κάνει και 
την πράξη (Απόσπασμα 28: γραμμή 76)
Απόσπασμα 28 (Παιδί 4-Ο.Π.)
56 Ερευνητής: Αυτό τώρα να το μοιράσουμε σε συσκευασίες των τριών δέκατων του λίτρου. Εδώ τι πρόβλημα 
έχουμε; Το ένα είναι τέσσερα πέμπτα και το άλλο τέσσερα δέκατα.
57 Παιδί 6: -
58 Ερευνητής: Καταρχήν τι πράξη θα έκανες;
. 59 Παιδί 6: Διαίρεση.
60 Ερευνητής: Μπορείς να τα μοιράσεις αυτά σε σακούλες των τριών δεκάτων;
61 Παιδί 6:-
62 Ερευνητής: Τα τέσσερα πέμπτα γίνονται δέκατα;
63 Παιδί 6: Ναι.
64 Ερευνητής: Πώς;
65 Παιδί 6: -
66 Ερευνητής: Εδώ είναι ένα πέμπτο. Αν το κόψεις σε δύο κομμάτια;
67 Παιδί 6: -
68 Ερευνητής: Εδώ είναι δύο. Εδώ θα είναι άλλα δύο. Τέσσερα. Εδώ θα είναι άλλα δύο. Έξι. Οχτώ, δέκα.
69 Ερευνητής: Άρα αυτά εδώ τι είναι; Τι είναι το καθένα;
70 Παιδί 6: Ένα δέκατο.
71 Ερευνητής: Τώρα τρία δέκατα από αυτό, ένα σακουλάκι. Πάρε σακουλάκια και μοίρασε.
' 72 Παιδί 6: Δύο σακουλάκια. Πήρα τρία.
■* 73 Ερευνητής: Αυτό είναι γεμάτο;
74 Παιδί 6: Όχι.
75 Ερευνητής: Παίρνει δύο δέκατα. Αν χωρίσουμε το σακουλάκι σε τρία ίσα κομμάτια θα είναι ένα δέκατο, 
δύο δέκατα, τρία δέκατα. Επομένως, δύο ολόκληρα σακουλάκια και -
76 Παιδί 6; Δύο δέκατα. Εε Δύο τρίτα.
77 Ερευνητής: Για κάνε και την πράξη να δούμε.
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5.2 Τελικά τεστ (Post-tests)
5.2.1 Πρόσθεση, αφαίρεση στα κλάσματα
Τέσσερα Ερωτήματα-Προβλήματα του Post-test χρησιμέυσαν στο να διαπιστώσουμε τις 
αντιλήψεις των παιδιών για την πρόσθεση και την, αφαίρεση στα κλάσματα αλλά και τις 
πιθανές μεταβολές που έχουν επέλθει σ’ αυτές μετά τις διδακτικές παρεμβάσεις στις ομάδες 
Ελέγχου και Παρέμβασης.
Στο Ερώτημα -Πρόβλημα 1 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β' σελ. 206) τα παιδιά καλούνται να 
βρουν και να καταγράψουν (επάνω στα ομοιώματα καρβελιών ψωμιού) πόσα καρβέλια είναι 
χωριάτικα, σιμιγδαλένια, ζυμωτά, καλαμποκίσια. Για τα τρία πρώτα είδη ψωμιού (για το 
πρώτο μάλιστα σε λεκτική μορφή) δίνονται στα παιδιά τα κλάσματα (τα οποία δηλώνουν τη 
σχέση του καθενός, της μορφής Μέρος-Όλο, με αναπαραστατικό μοντέλο εκείνο των 
διακριτών αντικειμένων) και το τέταρτο είδος μένει να το βρουν οι ίδιοι. Ο αριθμός των 
καρβελιών που δίνονται με αναπαραστατικά σχήματα είναι 18. Τα κλάσματα είναι 
ετερώνυμα. Αναμένεται τα παιδιά για να επιλύσουν το πρόβλημα να επιλέξουν μία από τις 
* παρακάτω δύο πορείες: α) να κάνουν πολλαπλασιασμούς των κλασμάτων που δίνονται για 
κάθε είδος ψωμιού με το 18 (τον αριθμό που εκφράζει το σύνολο των καρβελιών) ώστε να 
βρουν τον ακέραιο αριθμό για κάθε είδος και με πρόσθεση αυτών και κατόπιν αφαίρεση από 
το σύνολο (18) να βρουν τα καλαμποκίσια ψωμιά (η πρόσθεση και η αφαίρεση
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καταγεγραμμένη ή και εννοούμενη), β) να κάνουν όλα τα κλάσματα ομώνυμα βρίσκοντας τα 
ισοδύναμά τους με κοινό παρονομαστή το
18 και κατόπιν να κάνουν πρόσθεση αυτών των κλασμάτων και μετά αφαίρεση από το 18/18 
που είναι όλα τα ψωμιά.
Πίνακας 5.1: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων στο Ερώτημα 1
Κατηγορία Απαντήσεων Ομάδα Ελέγχου (Ν=13) Ομάδα Παρέμβασης (Ν=18)
/. Επιλύει το πρόβλημα κάνοντας ή υπονοώντας 1 5
πρόσθεση και αφαίρεση και μετατρέποντας τα κλάσματα 
σε ομώνυμα
2. Επιλύει το πρόβλημα με πρόσθεση και αφαίρεση 
ακεραίων που έχουν προκύψει από πολλαπλασιασμούς 
ακεραίου με κλάσματα
3 5
3. Τοποθετεί τους σωστούς αριθμούς στα προσομοιωμένα 
καρβέλια ψωμιού. Δεν κάνει πράξεις, δεν εμφανίζει 
λεκτική ερμηνεία
->j 1
4. Λάθος Λύση 4 5
5. Καμία απάντηση και επεξήγηση 2 2 -
Υποσημείωση: Με την φράση «Πράξη καταγεγραμμένη ή υπονοούμενη» εννοούμε: α) ως καταγεγραμμένη 
θεωρούμε την πράξη που έχει καταγραφεί από το παιδί (έχει εκτελεστεί) και υπάρχει στην απάντησή του, β) ως 
υπονοούμενη θεωρούμε την πράξη πβυ δεν είναι μεν καταγεγραμμένη σαφώς στην απάντηση του παιδιού αλλά 
προκύπτει ευλόγως από το αποτέλεσμα αλλά και από το σχεδίασμά του αναπαραστατικσύ σχήματος ή την 
λεκτική ερμηνεία που συνοδεύει την απάντηση του παιδιού.
Στον πίνακα που προηγείται (Πίνακας 5.1) παρατηρούμε ότι είναι σημαντικά 
μεγαλύτερος ο αριθμός των παιδιών της Ο.Π. (10 από τα 18 παιδιά) από εκείνον της Ο.Ε. (4 
από τα 13 παιδιά) που επιλύουν ορθά το Ερώτημα -Πρόβλημα 1 (κατηγορίες απαντήσεων 1, 
2) αιτιολογώντας παράλληλα τις απαντήσεις τους με πράξεις και λεκτική ερμηνεία.
Το Ερώτημα -Πρόβλημα 2 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β' σελ. 207) ζητά από τα παιδιά να 
ξανασχεδιάσουν μια ολόκληρη σοκολάτα και να αιτιολογήσουν το σχεδίασμά τους 
(ανασύσταση Όλου με δεδομένο ένα μέρος του Όλου). Στο πρόβλημα εμφανίζεται 
αναπαραστατικό σχήμα λωρίδας, το οποίο αναπαριστά τα 3/5 ολόκληρης σοκολάτας,Η 
λωρίδα δεν είναι σκιασμένη ούτε χωρισμένη. Αναμένεται για την ορθή επίλυση του 
προβλήματος τα παιδιά να χωρίσουν σε τρία ίσα μέρη τη λωρίδα που αναπαριστά τα 3/5 της 
■ σοκολάτας και να σχεδιάσουν μία άλλη λωρίδα, μεγαλύτερη κατά 2/3 της πρώτης 
αναφέροντας πιθανόν ότι πρόσθεσαν άλλα 2/5 της αρχικής σοκολάτας στα ήδη υπάρχοντα 
3/5 ή και δείχνοντας το αυτό με πρόσθεση όπως 3/5 + 2/5 = 5/5. Θα μπορούσαν ακόμη να 
αναφέρουν ότι έκαναν και αφαίρεση 5/5 - 3/5 = 2/5 (όπου 5/5 είναι όλη η σοκολάτα και 3/5
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το κομμάτι που δίνεται από το πρόβλημα) για να βρουν πόσο θα είναι το κομμάτι που πρέπει 
να προσθέσουν σε εκείνο των 3/5 που τους δίνεται ώστε να κατασκευάσουν ολόκληρη τη 
σοκολάτα.
Πίνακας 5.2: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων στο Ερώτημα 2
Κατηγορία Απαντήσεων Ομάδα Ελέγχου (Ν=13) Ομάδα Παρέμβασης (Ν=18)
1. Αναγνωρίζει ορθά το μέρος (κλάσμα 3/5) και συνθέτει 
το Όλο με πρόσθεση (καταγεγραμμένη ή υπονοούμενη)
2 12
2. Δεν αναγνωρίζει το μέρος (κλάσμα 3/5). Το •ΊJ 3
αντιλαμβάνεται ως 5/5 σχεδιάζοντάς το ξανά και 
σκιάζοντάς το. Δίνει λεκτική ερμηνεία
3. Δεν αναγνωρίζει το μέρος (κλάσμα 3/5). Το 
αντιλαμβάνεται ως 5/5. Δεν κάνει πράξεις, δεν εμφανίζει 
λεκτική ερμηνεία
6
4.Λάθος Λύση - 3
5. Καμία απάντηση και επεξήγηση 2 -
Στον πίνακα που προηγείται (Πίνακας 5.2) παρατηρούμε καταρχήν ότι στις Κατηγορίες 
Απαντήσεων 1 και 2 κατατάσσονται 15 από τα 18 παιδιά της Ομάδας Παρέμβασης. Αυτό 
σημαίνει ότι σε κάθε περίπτωση τα παιδιά χρησιμοποίησαν πράξεις, λεκτική ερμηνεία και 
σχήματα για να αιτιολογήσουν τις απαντήσεις τους. Με τον ίδιο τρόπο λειτούργησαν μόνο 5 
από τα 13 παιδιά της Ομάδας Ελέγχου. Ακόμη 12 από τα 18 παιδιά της Ο.Π. σε σχέση με τα 
2 από τα 13 παιδιά της Ο.Ε. φαίνεται να είναι σε θέση να αντιληφθούν μια ράβδο που δεν 
έχει χωριστεί και σκιαστεί αλλά χαρακτηρίζεται ως μέρος ενός Όλου (στην περίπτωσή μας 
3/5) ως τέτοια και μάλιστα με βάση αυτή να κάνει ανασύσταση του Όλου κάνοντας ή 
ύ&ονοώντας πρόσθεση. Σε δύο περιπτώσεις τα παιδιά της Ο.Π. επιλέγουν την αφαίρεση για 
την εύρεση του μέρους που λείπει από το Όλο.
Ακολουθούν απαντήσεις παιδιών των δύο ομάδων σύμφωνα και με τον παραπάνω πίνακα.
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Κατηγορία απαντήσεων 1:
Τα — της σΌκαλάτας ΠΠ
Ολόκληρη η οοολήτπ nun ί/>
Ηεέήτπσήαοο: to ΧΟ^ΧΛ Xu»/ 3/5 σί_ 3 ^Uxxi. Ελν,χ» χχ 3/5
6-XcX~G>i ΧΛ». V»£X^ oy^cxixcuj ο>^Λχρ^ Ο- σ**β**Κ^ Xo-XKtu^
li5 3/5 -ϊζΔο/s
T*\S
Σχήμα 5.15: Απάνπ/στ/ παιδιού π/c 0./7
Κατηγορία απαντήσεων 2:
Τα - της σοκολάτας m
Ολόκληρη η σοκολάτα 5
«ι&ΐ? βαοί X > *' ^ Τ
Η εξήγησή σοκ Μ * ^----------- "®
Σχήμα 5.16: ΑπάνΏ/ο?/ παιδιού π/c 0.£
Στο Ερώτημα - Πρόβλημα 3 (Σχήμα 5.17) (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β' σελ. 208) ορίζεται το Όλο, ως 
αναπαράσταση με την μορφή λωρίδας και καλούνται τα παιδιά να αναγνωρίσουν τα 
κλάσματα και τους μεικτούς αριθμούς που αναπαριστώνται σε δύο διαφορετικές σειρές, που 
• η κάθε μια περιέχει λωρίδες (αναπαραστάσεις του Όλου) χωρισμένες ή όχι και σκιασμένες 
‘ κατά- ένα μέρος ή ολόκληρες.
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Στην πρώτη σειρά τα παιδιά για να σχηματίσουν το κλάσμα (καταχρηστικό) θα πρέπει 
ουσιαστικά να αναγνωρίσουν ότι αυτό θα προκόψει από την πρόσθεση 5/6 + 4/6 . Θα είναι
δηλαδή το 9/6. Ο μεικτός αντίστοιχα θα προκόψει είτε από την διαίρεση 9 τ 6, δηλαδή 1 —
6
ή από τη μεταφορά 1/6 από τη δεύτερη λωρίδα της σειράς στην πρώτη και τη δημιουργία 
έτσι ενός Όλου οπότε και πάλι έχουμε 1 και 3/6 που απομένουν από τη δεύτερη λωρίδα. Ο 
δεύτερος τρόπος της δημιουργίας μεικτού θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί και για τη 
δημιουργία καταχρηστικού αν τα παιδιά σκεφτούν 5/6 + 1/6 (από μεταφορά) και 3/6 που 
απομένουν στη δεύτερη λωρίδα της σειράς, έχουμε 5/6 +1/6 +3/6 = 9/6. Στη δεύτερη σειρά 
σχημάτων για τη δημιουργία του κλάσματος τα παιδιά πρέπει, αφού αναγνωρίσουν ότι η 
τρίτη λωρίδα της σειράς αναπαριστά το 2/4, να χωρίσουν (νοερά ή και επάνω στο σχήμα τις 
δύο άλλες ράβδους, που είναι σκιασμένες ολόκληρες, σε 4 ίσα μέρη και έτσι να προκόψει 4/4 
+ 4/4 +2/4 = 10/4. Για να παρουσιάσουν τον μεικτό μπορούν να σχηματίσουν το ακέραιο 
μέρος του από τις δύο πρώτες σκιασμένες λωρίδες της σειράς και το κλασματικό μέρος από 
τα 2/4 που φαίνονται σκιασμένα στην τρίτη λωρίδα της σειράς. Έτσι σχηματίζεται ο μεικτός 
2
2 —. Επίσης ο μεικτός μπορεί να σχηματιστεί από τη διαίρεση 10 4-4.
4
Όπως παρατηρούμε στον πίνακα που ακολουθεί (Πίνακας 5.3) συγκριτικά ένας μεγαλύτερος 
αριθμός παιδιών της Ο.Ε. (11 από τα 13 παιδιά) σε σχέση με εκείνο της Ο.Π. (4 από τα 18 
παιδιά) απάντησαν απολύτως λάθος στο ερώτημα, δηλαδή δεν στάθηκε δυνατό να 
εκφράσουν εννοιολογικά (με πρόσθεση, μεταφορά τμημάτων κ.α) τα καταχρηστικά 
κλάσματα και τους μεικτούς με βάση τις αναπαραστάσεις σχημάτων που υπήρχαν στο 
Ερώτημα 3. Ακόμη πρέπει να σημειώσουμε την δυσκολία που εμφάνισαν 9 από τα 18 παιδιά 
της Ο.Π. στην αριθμητική έκφραση των καταχρηστικών κλασμάτων που ζητούνταν από το 
πρόβλημα και αντιστοιχούσαν στις ανάλογες σχηματικές αναπαραστάσεις που αυτό περιείχε.
Πίνακας 5.3: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων των παιδιών στο Ερώτημα 3
Κατηγορία Απαντήσεων Ομάδα Ελέγχου (Ν=13) Ομάδα Παρέμβασης (Ν=18)
I. Απαντά σωστά. Καταγράφει ορθά τα καταχρηστικά 
κλάσματα και τοος μεικτούς αριθμούς.
2 5
2. Απαντά εν μέρει σωστά. Καταγράφει λάθος τα 
καταχρηστικά κλάσματα αλλά σωστά τοος μεικτούς 
αριθμούς
9
3. Δίνει λάθος απάντηση. 11 4
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Σχήμα 5.21: Απάντηση παιδιού της Ο.Π.
Στο Ερώτημα - Πρόβλημα 5 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β' σελ. 210) τα παιδιά καλούνται να 
σκεφτούν και να παρουσιάσουν, κυρίως λεκτικά, τη σκέψη τους όσον αφορά την κατανόηση
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και αιτιολόγηση δύο διαφορετικών πορειών για την επίλυση του προβλήματος, (πρόβλημα 
πρόσθεσης κλασμάτων), μιας ορθής και μιας λαθεμένης.
Από τη μελέτη του πίνακα που ακολουθεί προκύπτει ότι συγκριτικά ένας πολύ 
μεγαλύτερος αριθμός παιδιών της Ο.Π. (13 από τα 18) σε σχέση με εκείνο των παιδιών της 
Ο.Ε. (6 από τα 13) φαίνεται να είναι σε θέση να αντιληφθούν το λάθος της Ελένης στο
Ερώτημα - Πρόβλημα 5.
Πίνακας 5.4: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων στο Ερώτημα 5
Κατηγορία Απαντήσεων Ομάδα Ελέγχου (Ν=13) Ομάδα Παρέμβασης (Ν=18)
1. Οι ερμηνείες των δύο λύσεων εστιάζουν στο Ε.Κ.Π., τη 
δημιουργία ομώνυμων κλασμάτων, το μη επιτρεπτό της 
πρόσθεσης παρονομαστών, στα σχήματα που προκύπτουν
6 13
2. Λάθος απάντηση 4 •5
3. Καμία απάντηση και επεξήγηση 3 2
Τα παιδιά αυτά της Ο.Π. αναφέρουν ότι ήταν λάθος της Ελένης στην πρόσθεση 
κλασμάτων να προσθέσει τους παρονομαστές των δύο κλασμάτων ή ότι δεν μπορεί να γίνει 
πρόσθεση όταν τα κλάσματα είναι ετερώνυμα, ότι δηλαδή έπρεπε να βρει το Ε.Κ.Π. των 
παρονομαστών τους και να τα μετατρέψει σε ομώνυμα ή αλλιώς να βρει τα ισοδύναμά τους 
έως ότου προκόψουν κλάσματα με ίδιους παρονομαστές ή ότι το σχήμα στην απάντηση της 
Ελένης δεν είναι σωστό.
5.2.2 Πολλαπλασιασμός στα κλάσματα
Για τη μελέτη των αντιλήψεων των παιδιών για τον πολλαπλασιασμό στα κλάσματα, στη 
φάση των Post - Tests, δόθηκαν προς επεξεργασία δύο Ερωτήματα - Προβλήματα: 
α) Το Πρόβλημα - Ερώτημα 8 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ΕΓ σελ. 213) στο οποίο το ζητούμενο για τα 
μιαιδιά ήταν η ποσότητα μελιού που έφαγε ένα παιδί (ο Πάνος) όταν γνωρίζουν ότι αυτός 
έφαγε το Ά από τα 34 του βάζου με το μέλι. Ακόμη από τα παιδιά ζητούνταν ο σχεδιασμός 
σχήματος που να αναπαριστά τη λύση του προβλήματος που πρότειναν.
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Ο ακόλουθος πίνακας εμφανίζει τη συχνότητα των απαντήσεων των παιδιών των δύο
ομάδων στο Ερώτημα -Πρόβλημα 8.
Πίνακας 5.5: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων στο Ερώτημα 8
Κατηγορία Απαντήσεων Ομάδα Ελέγχου (Ν=13) Ομάδα Παρέμβασης (Ν=18)
I. Ορθή επίλυση με πολλαπλασιασμό. Πράξη 
(καταγε/ραμμένη ή υπονοούμενη). Σχεδιάζει ορθό 
αναπαραστατικό σχήμα.
6
2. Ορθή επίλυση με πολλαπλασιασμό.. Κάνει την 
πράξη (καταγεγραμμένη). Δεν σχεδιάζει
αναπαραστατικό σχήμα.
5
3. Ορθή επίλυση με πολλαπλασιασμό. Κάνει την πράξη 
(καταγεγραμμένη). Το αναπαραστατικό σχήμα είναι 
λάθος.
1
4. Επιλύει το πρόβλημα με πολλαπλασιασμό. Εκτελεί 
λάθος την πράξη.
1 —
5. Επιλύει το πρόβλημα, όχι ορθά κάνοντας αφαίρεση. 
(Πράξη καταγεγ ραμμένη ή υπονοούμενη). Σχεδιάζει 
αναπαραστατικό σχήμα (λάθος ή ελλιπές)
5 7
6. Καμία απάντηση. 1 5
Από την ανάλυση των στοιχείων του παραπάνω πίνακα προκύπτουν τα εξής: α) Τα 6 
από τα 18 παιδιά της Ο.Π. επιλέγουν ορθά τον πολλαπλασιασμό ως πράξη επίλυσης του 
προβλήματος και συνοδεύουν την απάντησή τους με ορθό αναπαραστατικό σχήμα που 
εξηγεί την επιλογή τους αυτή. Φαίνεται δηλαδή τα παιδιά αυτά να είναι σε θέση να 
οπτικοποιήσουν τη σκέψη τους. Μπορούμε γι το λόγο αυτό να ισχυριστούμε ότι η επιλογή 
της πράξης του πολλαπλασιασμού δεν μπορεί να είναι τυχαία. Από τα 5 παιδιά της Ο.Ε. που 
έχουν επιλέξει τον πολλαπλασιασμό ως πράξη επίλυσης 1 παιδί μόνο χρησιμοποιεί 
αναπαραστατικό σχήμα (λάθος σχήμα) για να ερμηνεύσει την επιλογή του αυτή, β) Ένας 
σημαντικός αριθμός παιδιών και των δύο ομάδων, (5 από τα 13 για την Ο.Ε.) και (7 από τα 
18 για την Ο.Π.) επιλέγουν, όχι ορθά, την αφαίρεση ως πράξη επίλυσης του Προβλήματος.
Στο σημείο αυτό πρέπει να πούμε ότι ανάλογος αριθμός παιδιών και των δύο ομάδων 
είχε επιλέξει την αφαίρεση ως πράξη επίλυσης προβλήματος του Pre-test (Ερώτημα- 
Πρόβλημα 11). Τα παιδιά φαίνεται να μην αντιλαμβάνονται τη φράση του Ερωτήματος- 
Προβλήματος 8 «ο Πάνος έφαγε το 1/2» και συγκεκριμένα το κλάσμα 1/2 ως 
πολλαπλασιαστή του 3/8, που ήταν το μέλι που περίσσεψε στο βάζο, αλλά ως 1/2 της 
αρχικής ποσότητας μελιού (όταν το βάζο ήταν γεμάτο) και γι αυτό κάνουν αφαίρεση. 
Παρατηρείται δηλαδή η «προσκόλληση» στη λογική των ακεραίων και ειδικότερα στον 
πολλαπλασιασμό θεωρούν ότι όταν ένα ποσό πολλαπλασιάζεται με έναν αριθμό αυξάνεται. 
Έτσι ερμηνεύουν τη φράση «ο Πάνος έφαγε το 1/2» ως μείωση του 3/8 κατά το 1/2 της
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αρχικής ποσότητας (όλο το μέλι) και όχι ως 1/2 της ποσότητας που έχει μείνει (δηλ.3/8) ώστε 
να υπολογίσουν αυτή την ποσότητα κάνοντας πολλαπλασιασμό 1/2 · 3/8.
Χαρακτηριστικά παραθέτουμε απαντήσεις παιδιών των δύο ομάδων:
Κατηγορία απαντήσεων 1:
^ . 3__ χ
* ' Μ - S"
Σχήμα 5.22: Απάντηση παιδιού της Ο.Π
Κατηγορία απαντήσεων 2:
Σχήμα 5.23: Απάντηση παιδιού της Ο.Ε.
Κατηγορία απαντήσεων 5:
β) Το Ερώτημα - Πρόβλημα 9 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β' σελ. 214) στο οποίο ζητείται από τα 
παιδιά να βρούνε πόσες τελικά σοκολάτες έφαγε η Μαρία αν αυτή σε μία εβδομάδα έφαγε τα 
ι δύο τρίτα από τις 5 σοκολάτες που είχε στο ψυγείο. Στο πρόβλημα δίνονται με 
αναπαραστατικά σχήματα (λωρίδες) οι πόντε σοκολάτες.
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Ο πίνακας που ακολουθεί περιέχει κατηγοριοποιημένες τις απαντήσεις των παιδιών και 
των δύο ομάδων στο Ερώτημα - Πρόβλημα 9.
Πίνακας 5.6: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων στο Ερώτημα 9
Κατηγορία Απαντήσεων Ομάδα Ελέγχου (Ν=13) Ομάδα Παρέμβασης (Ν=18)
/. Ορθή επίλυση. Ορθή χρήση αναπαραστατικών 
σχημάτων. Πράξεις ή διαδικασίες επίλυσης: εννοούμενη 
διαδοχική πρόσθεση ή μεταφορά τμημάτων για 
συμπλήρωση Όλου και κατόπιν πρόσθεση. Ορθή 
αναφορά στο αρχικό Όλο.
4
2. Επιλέγει ορθά τον πολλαπλασιασμό ως πράξη 
επίλυσης, Δεν παρέχει ερμηνεία. Δεν χρησιμοποιεί τα 
αναπαραστατικά σχήματα.
1
3. Λάθος επίλυση. Σχεδιάζει ένα νέο Ολο που αποτελεί 
άθροισμα Όλων. Αποτέλεσμα (μη ορθό) (καταγεγραμμένο 
ή εννοούμενο) 10/15
3 4
4. Λάθος επίλυση. Χωρίζει και σκιάζει τα 2/3 κάθε 
σοκολάτας. Δίνει αποτέλεσμα (μη ορθό) 10/15
— 4
5. Λάθος επίλυση. Χωρίζει και σκιάζει λάθος. Λάθος 
αποτέλεσμα.
4
6. Λάθος επίλυση. Κάνει αφαίρεση ή διαίρεση 2 —
7. Καμία απάντηση. Χωρίζει και σκιάζει μόνο τα 2/3 
κάθε σοκολάτας.
5 —
8. Καμία απάντηση. 2 2
Στην 1η Κατηγορία απαντήσεων παρατηρούμε ότι ανήκουν παιδιά μόνο από την Ομάδα
Παρέμβασης. Θα λέγαμε ότι τα παιδιά της κατηγορίας αυτής απαντήσεων εμφανίζουν μια 
πληρότητα στον τρόπο με τον οποίο χειρίστηκαν το πρόβλημα αξιοποιώντας τα 
αναπαραστατικά σχήματα που δίνονταν από το πρόβλημα και κυρίως αναπτύσσοντας 
διαφορετικές στρατηγικές επίλυσής του κατανοώντας σε κάθε περίπτωση τη σημασία της 
ορθής αναφοράς στο Όλο (μία σοκολάτα).
Χαρακτηριστικό παράδειγμα απάντησης με μεταφορά τμημάτων για συμπλήρωση Όλου
i-crov^cCV>’V>- 
1 σ ° v-oIKl r0 - 
\ σ ο
.■y, 3 ^£CT'S-
‘XcEiparn^ να, όίύγ'*Βί£, ^,-nv (yr>vso!3\0 Co/ σ t vru ocaά ί-^ο- \ίογγ*ο<\.
»*>· yua.
Σχήμα 5.26: Απάτηρτ] παιδιού π/ς Ο.Π
μ ο- ,^
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Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι απαντήσεις των παιδιών των δύο ομάδων που 
ανήκουν στις κατηγορίες 3 και 4. Και αυτό επειδή στις περιπτώσεις αυτές τα παιδιά είτε 
σχεδιάζοντας ένα νέο Όλο που αποτελεί άθροισμα Όλων είτε ίσως υπονοώντας το, αφού και 
στις δύο περιπτώσεις αναφέρουν το λάθος αποτέλεσμα 10/15, δείχνουν να μην 
αντιλαμβάνονται ορθά την έννοια «Μέρος - Όλο». Λειτουργώντας σε μια λογική ακεραίων 
αριθμών προσθέτουν τα ξεχωριστά κομμάτια σοκολάτας (2 από κάθε τρία κομμάτια των 
πέντε σοκολατών ) και κατόπιν τα «εντάσσουν» σε μια ενιαία μεγάλη σοκολάτα (οι πέντε 




>0 Hcytc (Γοκό^άτΐΓ tu" Xx‘jp,cq_ στ; ψχηχ. ns ‘ 
Σχήμα 521: Απάντηση παιδιού της Ο.Π.
.■yuXJo. riiyo- foc 4UQ)
Κατηγορία απαντήσεων 4
Σχήμα 5.28: Απάντηση παιδιού της Ο.Π
5.2.3 Διαίρεσι^στα κλάσματα
Για τη μελέτη των αντιλήψεων των παιδιών για τη διαίρεση στα κλάσματα, στη φάση των 
Post - Tests, δόθηκαν προς επεξεργασία δύο Ερωτήματα - Προβλήματα: 
α) Το Ερώτημα - Πρόβλημα 10 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β' σελ. 215), στο οποίο τα παιδιά 
καλούνται να βρούνε-πόσα ποτήρια εκ των οποίων το καθένα χωρά ποσότητα ίση με τα 2/5 
ενός μπουκαλιού, μπορούν να γεμίσουν αν αδειάσουμε σ’ αυτά 4 τέτοια μπουκάλια με 
πορτοκαλάδα.
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Ο πίνακας που ακολουθεί περιέχει κατηγοριοποιημένες τις απαντήσεις των παιδιών και των 
δύο ομάδων στο Ερώτημα - Πρόβλημα 10.
Πίνακας 5.7: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων στο Ερώτημα 10
Κατηγορία Απαντήσεων Ομάδα Ελέγχου (Ν=13) Ομάδα Παρέμβασης (Ν=18)
/. Ορθή επίλυση. Σχεδιάζει αναπαραστατικά σχήματα, 
παρέχει λεκτική ερμηνεία, αναφέρει το τελικό 
αποτέλεσμα.
3
2. Ορθή επίλυση. Σχεδιάζει αναπαραστατικά σχήματα. 3 6
αναφέρει το τελικό αποτέλεσμα.
3. Ορθή επίλυση. Κάνει μόνο την πράξη (διαίρεση). Δεν 
σχεδιάζει αναπαραστατικά σχήματα, δεν παρέχει λεκτική 
ερμηνεία.
1
4.Λάθος απάντηση 6 7
5. Καμία απάντηση. 3 2
Από την ανάλυση των στοιχείων του παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι: α) Συνολικά 9 
από τα 18 παιδιά της Ο.Π. σε σχέση με τα 3 από τα 13 παιδιά της Ο.Ε. έχουν απαντήσει 
σωστά στο Ερώτημα - Πρόβλημα 10. Ειδικότερα μια αναλυτική απάντηση που περιέχει και 
σχεδίασμά αναπαραστατικών σχημάτων και λεκτική ερμηνεία εμφανίζουν τα 3 παιδιά της 
Ο.Π. ενώ 6 παιδιά της ίδιας ομάδας ερμηνεύουν κυρίως μέσω των αναπαραστατικών 
σχημάτων την απάντησή τους, β) Επτά παιδιά της Ο.Π. και έξι της Ο.Ε. , που απαντούν 
λάθος στο Ερώτημα -Πρόβλημα 10, επιλέγουν ως πράξη επίλυσης τη διαίρεση αλλά με 
αντίστροφες τις θέσεις του Διαιρετέου και του διαιρέτη, (δηλαδή αντί του 4 -f· 2/5 που είναι 
το ορθό, κάνουν 2/5 -γ 4).
Χαρακτηριστικά παραθέτουμε απαντήσεις παιδιών των δύο ομάδων:
Κατηγορία απαντήσεων 1:
1'
ΓC^j ίο-£Γ i-O Γ Κ>τύρ ICZ- .
Acoj>*o-ac_ τ·χ. Kci.Qioc_ nevTf
λ- ποτ^>·ια Too Ποττιρ too pi Tex
cure*, llo *νχ, iO.
Ποο TO Κοίθιν,ί
°po<r BccTTXyLfci: Tat. Ρ,σα
Σχήμα 5.29: Απάντησί] παιδιού πμ: Ο. Π
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 09:05:47 EET - 137.108.70.7
159
Κατηγορία απαντήσεων 2:
Σχήμα 530: Απάντηση παιδιού της Ο.Ε. 
Κατηγορία απαντήσεων 4:
Σχήμα 532: Απά\·ττ]σι/ παιδιού της Ο.Ε.
β) Το Ερώτημα - Πρόβλημα 11 (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β' σελ. 216) στο οποίο τα παιδιά καλούνται 
να βρούνε πόσα πλαστικά σακουλάκια που το καθένα χωρά !4 της πίτσας θα 
χρησιμοποιηθούν για να συσκευαστούν τα 7/8 πίτσας που περίσσεψαν από το πάρτυ του 
Αντώνη.
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Στον πίνακα που ακολουθεί (Πίνακας 5.8) καταγράφεται η συχνότητα εμφάνισης των
κατηγοριοποιημένων απαντήσεων των παιδιών στο Ερώτημα-Πρόβλημα 11.
Πίνακας 5.8: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων στο Ερώτημα 11
Κατηγορία Απαντήσεων Ομάδα Ελέγχου (Ν=13) Ομάδα Παρέμβασης (Ν=18)
/. Ορθή σχηματική αναπαράσταση. Οχι πράξη. Αναφέρει 
ως αποτέλεσμα το 3 —
2
2. Ορθή σχηματική αναπαράσταση. Πράξη επίλυσης η 
διαίρεση. Αναφέρει αποτέλεσμα 3 —
5
y'
3. Ορθή σχηματική αναπαράσταση. Οχι πράξη. Αναφέρει 
ως αποτέλεσμα 4 σακουλάκια
— 3
4. Όχι σχηματική αναπαράσταση και ερμηνεία Μόνο 
πράξη(ορθή)
4 —
5. Ορθή σχηματική αναπαράσταση. Δεν αναφέρει
αποτέλεσμα
— 2
6. Ορθή σχηματική αναπαράσταση. Λάθος αποτέλεσμα
1 . 1- ■ 4 
(αναφέρει λάθος 3 — αντί των ορθών 3 — ή 3 —
8 2 8
5 1
7.Άλλες Λάθος απαντήσεις 2 4
8. Καμία απάντηση 2 1
Στην πρώτη κατηγορία απαντήσεων εμφανίζονται 2 παιδιά, μόνο από την Ο.Π. τα 
οποία φαίνεται να αντιλαμβάνονται ορθά ότι μοιράζοντας 7/8 μιας πίτσας σε σακουλάκια 
που το καθένα περιέχει 1/4 πίτσας δηλαδή 2/8 (αφού μετατρέπουν το 1/4 στο ισοδύναμό του 
2/8) προκύπτουν 3 σακουλάκια ολόκληρα και ένα που περιέχει 1/8 πίτσας δηλαδή μισό 
σακουλάκι ακόμη. Στο σημείο αυτό να προσθέσουμε ότι γενικότερα τα παιδιά θα μπορούσαν 
πιθανόν να διευκολυνθούν στην εξαγωγή συμπερασμάτων για το Πρόβλημα 11 αν αυτό από
ένα σημείο και έπειτα είχε διατυπωθεί διαφορετικά, δηλαδή αντί για « ..........Ο Αντώνης
θέλει να την βάλει στο ψυγείο σε πλαστικά σακουλάκια που το καθένα χωρά 1/4 της πίτσας.
Πόσα σακουλάκια θα χρησιμοποιήσεις............. » να γινόταν «.......... Ο Αντώνης θέλει να την
μοιράσει σε μερίδες που η κάθε μία θα είναι το 1/4 της πίτσας. Σε πόσες μερίδες θα την
μοιράσει;..... ». Ο ισχυρισμός μας αυτός αφορά κυρίως τα παιδιά της Κατηγορίας
Απαντήσεων 3 τα οποία οπτικοποιούν μεν σωστά τα τμήματα στα οποία μοιράστηκε η πίτσα 
αλλά αναφέρονται σε 4 σακουλάκια εννοώντας μάλλον 3 σακουλάκια γεμάτα και ένα μισό.
Στην Κατηγορία Απαντήσεων 2 τα παιδιά κάνοντας τη διαίρεση 7/8 -*· 1/4 έχουν ως 
4
εξαγόμενο 3 — που αριθμητικά βέβαια είναι σωστό αλλά δεν μας δίνει πληροφορίες για το
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ότι τα παιδιά που απάντησαν έτσι ενώ βέβαια στη σχηματική αναπαράσταση οπτικοποιούν 
τα 3 ολόκληρα και ένα μισό σακουλάκια μπορούν αυτό να το κατανοήσουν και αριθμητικά 
στο βαθμό που το κάνουν τα παιδιά της Κατηγορίας Απαντήσεων 1.
Αδυναμία ορθής σύνδεσης ανάμεσα στην σχηματική αναπαράσταση (που είναι σωστή) 
και στο αποτέλεσμα που εμφανίζουν φαίνεται να παρουσιάζουν τα παιδιά της Κατηγορίας
Απαντήσεων 6 αφού δίνουν ως απάντηση 3 Φαίνεται δηλαδή να υπολογίζουν ως
αποτέλεσμα ταυτόχρονα διαφορετικά μεγέθη όπως από τη μία σακουλάκια (3) και κομμάτια 
πίτσας (1/8).
Ολοκληρώνοντας στο σημείο αυτό την ανάλυσή μας θα λέγαμε ότι αν θεωρήσουμε ότι 
οι Κατηγορίες Απαντήσεων 1 έως 5 πληρούν, ίσως σε διαφορετικό βαθμό, τα κριτήρια 
χαρακτηρισμού ως ορθών των επιλύσεων αυτών του Προβλήματος 11, τότε στις κατηγορίες 
αυτές απαντήσεων ανήκουν 12 από τα 18 παιδιά της Ο.Π. σε σχέση με τα 4 από τα 13 παιδιά 
της Ο.Ε.
Χαρακτηριστικά παραθέτουμε απαντήσεις παιδιών των δύο ομάδων:
Κατηγορία απαντήσεων 1:
Σχήμα 534: Απάντηση παιδιού π/c Ο.Π
Κατηγορία απαντήσεων 2:
Σχήμα 535: Λπά\τιjcnj παιδιού π/ς Ο.Π
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Κατηγορία απαντήσεων 3 :
-fi- -*4- 4 7
3 a 3 ·5·|




Σχήμα 536: Απάντηση παιδιού της Ο.Π
Κατηγορία απαντήσεων 6:
Σχήμα 537: Απάνπ/στι παιδιού της £λ£
5.2.4 Ισοδυναμίες στα κλάσματα
Στη διδακτική παρέμβαση στην Ομάδα Παρέμβασης, η χρήση της μεθόδου των κοινών 
παρονομαστών με τη διαδικασία εύρεσης ισοδύναμων κλασμάτων αποτέλεσε μια από τις 
βασικές συνιστώσες της. Για το λόγο αυτό στην ενότητα αυτή θα επιχειρήσουμε, μέσα από 
την ανάλυση των δεδομένων που προκύπτουν από τα απαντημένα από τα παιδιά ερωτήματα 
που περιεχονται στα Post - Tests, να ανιχνεύσουμε τις τυχόν γνωστικές αλλαγές αλλά και 
‘ γενικότερα τις αντιλήψεις των παιδιών για την έννοια της ισοδυναμίας στα κλάσματα.
Για το σκοπό αυτό εστιάζουμε στις απαντήσεις των παιδιών σε τρία κυρίως ερωτήματα 
των Post - Tests (Ερωτήματα 1, 6, 7). Όπως βέβαια θα διαπιστώσουμε το Ερώτημα 7 
(ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ΕΓ σελ. 212) είναι αυτό που κυρίως μας παρέχει τις περισσότερες
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πληροφορίες, αφού έχει ως αποκλειστικό αντικείμενο τη δημιουργία ισοδύναμων 
κλασμάτων, ενώ στα άλλα δύο το κύριο αντικείμενο είναι διαφορετικό και οι ισοδυναμίες 
μπορούν να αποτελούν μέρος της διαδικασίας επίλυσής τους.
Ο πίνακας που ακολουθεί αφορά τη συχνότητα των κατηγοριοποιημένων απαντήσεων 
των παιδιών των δύο ομάδων στα Ερωτήματα 1, 6, 7.
Πίνακας 5.9: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων για την ισοδυναμία στα κλάσματα
Κατηγορία Απαντήσεων Ομάδα Ελέγχου (Ν=13) Ομάδα Παρέμβασης (Ν=18)
I. Εμφανίζουν ορθές ισοδυναμίες στα Ερωτήματα: I, 6, 7 — 2
2. Εμφανίζουν ορθές ισοδυναμίες στα Ερωτήματα: 6,7 — 5
3. Εμφανίζουν ορθές ισοδυναμίες στο Ερώτημα 7 J 3
4.Στο Ερώτημα 7 εμφανίζουν ορθά τα ισοδύναμα του Ά 
και λάθος τα ισοδύναμα του 2/3
5 3
5. Στο Ερώτημα 7 εμφανίζουν ορθά τα ισοδύναμα του 
1/2,ενώ δεν εμφανίζουν τα ισοδύναμα του 2/3
2 —
6. Εμφανίζουν λάθος τις ισοδυναμίες στο Ερώτημα 7 2 4
7. Καμία απάντηση 1 1
Όπως παρατηρούμε στον παραπάνω πίνακα (Κατηγορίες Απαντήσεων: 1, 2, 3) τα 10 
από τα 18 παιδιά της Ο.Π. εμφανίζουν απολύτως ορθές ισοδυναμίες, ενώ το ίδιο συμβαίνει 
με 3 από τα 13 παιδιά της Ο.Ε. Εν μέρει ή εξ ολοκλήρου λάθος ισοδυναμίες εμφανίζουν τα 9 
από τα 13 παιδιά της Ο.Ε. και τα 7 από τα 18 παιδιά της Ο.Π. (Κατηγορίες Απαντήσεων: 4, 
5, 6).
Για το Ερώτημα 1, έχουμε εικόνα στην ενότητα αυτού του κεφαλαίου με τίτλο 
«Πρόσθεση και αφαίρεση στα κλάσματα». Στο Ερώτημα 6, όπου ζητείται από τα παιδιά η 
τοποθέτηση τεσσάρων αθλητών σε μια αριθμογραμμή, που αναπαριστά την απόσταση ενός 
χιλιομέτρου, με βάση την απόσταση που έχουν καλύψει την ίδια χρονική στιγμή και 
εκφράζεται αριθμητικά με κλάσμα αυτό που εξετάζουμε είναι το κατά πόσο τα παιδιά θα 
κατανοήσουν ότι τα 2/3 της διαδρομής που διένυσε ο αθλητής Δ είναι ισοδύναμα με τα 4/6 
που είναι η διαδρομή του αθλητή Β και η οποία προκύπτει από το διπλασιασμό της 
διαδρομής 2/6 που διένυσε ο αθλητής Α. Στο Ερώτημα 7 δίνονται δύο σειρές με 5 ράβδους η 
κάθε μία όπου στη μία σειρά η πρώτη ράβδος αναπαριστά το Όλο, η δεύτερη είναι 
χωρισμένη και σκιασμένη ώστε να αναπαριστά το ιΑ και οι άλλες τρεις λευκές πρέπει να 
χωριστούν και να σκιαστούν έτσι ώστε να αναπαριστούν κλάσματα ισοδύναμα του !Δ και 
στην άλλη σειρά η πρώτη ράβδος αναπαριστά το Όλο, η δεύτερη είναι σκιασμένη στα 2/3
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της αλλά όχι χωρισμένη και οι άλλες τρεις λευκές πρέπει να χωριστούν και να σκιαστούν 
έτσι ώστε να αναπαριστούν κλάσματα ισοδύναμα του 2/3.
Όπως μπορούμε να διαπιστώσουμε από τα παραπάνω στο Ερώτημα - Πρόβλημα 7 η 
δεύτερη σειρά ισοδυνάμων του 2/3 κλασμάτων που έπρεπε να κατασκευαστεί εμφανίζει 
αυξημένη δυσκολία για δύο λόγους: α) επειδή το κλάσμα 2/3 είναι λιγότερο οικείο στα 
παιδιά σε σχέση με το 1/2
και β) η ράβδος που εμφανίζει το 2/3 δεν είναι χωρισμένη αλλά μόνο σκιασμένη και έτσι τα 
παιδιά πρέπει να υπολογίσουν μόνα τους το κλάσμα που αναπαριστά χωρίζοντάς την σε ίσα 
μέρη.
Από τα παιδιά των δύο ομάδων που εμφάνισαν δυσκολίες στη δημιουργία ισοδυνάμων 
κλασμάτων του 2/3: α) πέντε παιδιά της Ο.Ε. και δύο της Ο.Π. αναγνωρίζουν το 2/3 ως 1/3 
και παρουσιάζουν μη ορθές «ισοδυναμίες>> όπως 1/3 = 2/6 = 4/12 = 8/24, 1/3 = 2/6 = 3/9 
=4/12, 1/3 = 4/11 = 5/4 = 4/11, 1/3 = 3/5 = 6/10 = 12/20, β) ένα παιδί της Ο.Ε. και 4 παιδιά 
της Ο.Π. αναγνωρίζουν ορθά το 2/3 αλλά παρουσιάζουν μη ορθές «ισοδυναμίες» όπως 2/3 = 
4/7 = 3/5 = 13/8, 2/3 = 5/10 = 3/6 = 3/5, 2/3 = 4/6 = 6/8 = 8/10, 2/3 = 4/6 = 8/12 = 12/16,
2/3 = 3/6 = ιΛ = 5/10, γ) ένα παιδί από κάθε ομάδα δεν αναγνωρίζει το 2/3 ούτε ως τέτοιο 
ούτε ως 1/3 αλλά εμφανίζουν μη ορθές ισοδυναμίες όπως: 7/11=4/17=11/12 = 12/13 ,
3/3 = 4/4 = 5/6 = 13 /12 = 4/12. Στις περισσότερες των παραπάνω περιπτώσεων πρέπει να 
πούμε ότι τα παιδιά παρόλα τα λάθη που κάνουν στις ισοδυναμίες, χωρίζουν και σκιάζουν τις 
ράβδους ορθά σύμφωνα με το κλάσμα που αναφέρουν (που βέβαια δεν είναι το ορθό 
ισοδύναμο).
Όσον αφορά τα παιδιά και των δύο ομάδων που εμφάνισαν δυσκολίες στη δημιουργία 
ισοδυνάμων του 1/2 τα περισσότερα θεώρησαν ισοδύναμα τα κλάσματα τα οποία 
δημιουργούσαν με πρόσθεση στον αριθμητή και παρονομαστή του κάθε φορά προηγούμενου 
στη σειρά κλάσματος του ίδιου αριθμού, π.χ. 1/2 = 2/3 = 3/4 = 4/5, ή 1/2 = 2/4 = 4/6 = 6/8 
κ.λ,π. Και στις περιπτώσεις αυτές ο χωρισμός και η σκίαση των αναπαραστατικών ράβδων 
ήταν σωστός σε σχέση με το κλάσμα που αναπαριστούσαν (αν και αυτό συνήθως δεν ήταν το 
ορθό ισοδύναμο).
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5.2.5 Καταχρηστικά κλάσματα, μεικτοί αριθμοί
Δύο Ερωτήματα - Προβλήματα χρησιμοποιήθηκαν για τη διερεύνηση των αντιλήψεων των 
παιδιών για τα γνήσια και τα καταχρηστικά κλάσματα και τους μεικτούς αριθμούς.
Στο Ερώτημα - Πρόβλημα 3 έχοντας τα παιδιά ως δεδομένο το Όλο με τη μορφή ενός 
ορθογωνίου (αναπαραστατικό μοντέλο επιφάνειας) καλούνται να εκφράσουν αριθμητικά με 
καταχρηστικό κλάσμα αλλά και μεικτό αριθμό δύο διαφορετικά σύνολα σχημάτων όπου: α) 
το ένα περιλαμβάνει δύο Όλα (δύο ορθογώνια) χωρισμένα σε 6 ίσα μέρη το καθένα με 
σκιασμένα στο ένα τα 5 από αυτά και στο άλλο τα 4 από αυτά, β) το άλλο σύνολο σχημάτων 
περιλαμβάνει τρία Όλα (τρία ορθογώνια) εκ των οποίων τα δύο σκιασμένα ολόκληρα και το 
τρίτο είναι χωρισμένο σε 4 ίσα μέρη από τα οποία είναι σκιασμένα δύο και μάλιστα μη 
διαδοχικά.
Ο πίνακας που ακολουθεί εμφανίζει τη συχνότητα των κατηγοριοποιημένων 
απαντήσεων των παιδιών στο Ερώτημα 3
Πίνακας 5.10: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απανττ σεων των παιδιών στο Ερώτημα 3
Κατηγορία Απαντήσεων Ομάδα Ελέγχου (Ν=13) Ομάδα Παρέμβασης (Ν=18)
1. Γράφει ορθά τα καταχρηστικά κλάσματα 2 7
2. Γράφει λάθος τα καταχρηστικά κλάσματα 10 8
3. Γράφει σωστά τους μεικτούς αριθμούς 3 14
4. Γράφει λάθος τους μεικτούς αριθμούς 10 4
5. Δεν γράφει καταχρηστικό κλάσμα 1 3
Ξεκινώντας την ανάλυση των δεδομένων του παραπάνω πίνακα από την αντίληψη των 
παιδιών για τα καταχρηστικά κλάσματα θα λέγαμε ότι αναλογικά ένας μεγαλύτερος αριθμός 
παιδιών της Ο.Π. (7 από τα 18) συγκριτικά με εκείνα της Ο.Ε. (2 από τα 13) φαίνεται να 
είναι σε θέση να αντιστοιχίσουν στα σύνολα σχημάτων του Ερωτήματος 3 τα καταχρηστικά 
κλάσματα που αναλογούν σ’ αυτά.
Σχετικά μεγάλος αριθμός από τα παιδιά και των δύο ομάδων έχουν γράψει λάθος τα 
καταχρηστικά κλάσματα (10 από τα 13 παιδιά της Ο.Ε. και 8 από τα 18 παιδιά της Ο.Π) αν 
και πάλι αναλογικά είναι λιγότερα τα παιδιά της Ο.Π. σε σχέση με εκείνα της Ο.Ε. στα οποία 
συμβαίνει αυτό. Όλα τα παιδιά και των δύο ομάδων, που ανήκουν σ’ αυτή την κατηγορία 
απαντήσεων, έχουν γράψει αντί για καταχρηστικά, γνήσια κλάσματα.
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Το παράδειγμα που ακολουθεί είναι αντιπροσωπευτικό της Κατηγορίας Απαντήσεων 2:
Σχήμα 5.38: Κ.Α.2 - Ερώτημα 3
Όπως μπορούμε να δούμε στο παραπάνω παράδειγμα τα παιδιά: α) είτε δεν 
αντιλαμβάνονται τα ξεχωριστά Όλα ως τέτοια, αλλά ενεργούν ουσιαστικά έως αν τα δύο Όλα 
στο πρώτο σύνολο σχημάτων όπως και τα τρία Όλα στο δεύτερο σύνολο να αποτελούσαν σε 
κάθε περίπτωση ένα ενιαίο Όλο και υπολογίζοντας τον αριθμό των σκιασμένων μερών 
(αριθμητής) και όλων των μερών στα οποία συνολικά έχουν χωριστεί τα σχήματα σε κάθε 
σύνολο σχημάτων (παρονομαστής) απαντούν 9/12 για το πρώτο σύνολο σχημάτων και 10/12 
για το δεύτερο, β) είτε κάνουν τις προσθέσεις (πιθανόν νοερά) 5/6 + 4/6 για το πρώτο 
σύνολο σχημάτων και 4/4 +4/4 + 2/4 για το δεύτερο σύνολο σχημάτων καταλήγοντας στα μη 
ορθά αποτελέσματα 9/12 και 10/12 αντίστοιχα. Στην περίπτωση αυτή θα μιλούσαμε για 
κάποιο πρόβλημα στην κατανόηση της πράξης της πρόσθεσης κλασμάτων. Ακόμη από τον 
παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι τα παιδιά της Ο.Π. (14 από τα 18) φαίνεται να έχουν 
μεγαλύτερη ευχέρεια συγκριτικά με εκείνα της Ο.Ε. (3 από τα 13) στο να αντιστοιχίζουν στα 
σύνολα σχημάτων του Ερωτήματος 3 τους μεικτούς αριθμούς που αναλογούν σ’ αυτά.
Από τα παιδιά της Ο.Ε. που απαντούν λάθος στους μεικτούς αριθμούς το μεγαλύτερο 
μέρος δίνει ως απάντηση για το πρώτο σύνολο σχημάτων μεικτό αριθμό με ακέραιο μέρος 2 
αντί του 1 που θα ήταν το ορθό. Φαίνεται δηλαδή να συναντά δυσκολίες στην ορθή 
δημιουργία ακέραιου Όλου με μεταφορά μέρους από ένα Όλο σε άλλο ίδιο Όλο.
Με το Ερώτημα - Πρόβλημα 4 του Post - Test επιδιώκουμε να διερευνήσουμε τη 
δυνατότητα των παιδιών να αναπαριστούν με σχήματα (στην περίπτωσή μας κυκλικά) ένα 
καταχρηστικό κλάσμα που τους δίνεται. Ο πίνακας που ακολουθεί εμφανίζει τη συχνότητα 
των κατηγοριοποιημένων απαντήσεων των παιδιών στο Ερώτημα - Πρόβλημα 4 του Post - 
Test (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β' σελ. 209).
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Πίνακας 5.11: Συχνότητα κατηγοριοποιημένων απαντήσεων στο Ερώτημα 4




Ι)Ορθή αναπαράσταση του καταχρηστικού κλάσματος 9/2 *>J 12
2) Μη ορθές αναπαραστάσεις του 9/2
2α) Σχεδιάζει δύο κύκλους εκ των οποίων ο καθένας είναι 
χωρισμένος σε 9 ίσα μέρη. Σκιάζει τα 9 μέρη του ενός κύκλου
1 —




2γ) Σχεδιάζει 1 κύκλο, τον χωρίζει σε 9 ίσα μέρη και σκιάζει τα 2 
από αυτά
3 2
2δ)Σχεδιάζει 2 κύκλους. Τους χωρίζει σε 9 ίσα μέρη, σκιάζει 
ολόκληρο τον ένα και από τον άλλο τα 2 ίσα μέρη του
1 —
2ε) Σχεδιάζει 1 κύκλο τον οποίο χωρίζει σε 11 ίσα κομμάτια και 
από αυτά σκιάζει τα 9
— 1
2στ) Σχεδιάζει ένα κύκλο. Τον χωρίζει σε 9 ίσα κομμάτια και 
σκιάζει και τα 9
— 1
3. Δεν απαντά 2 2
Από την ανάλυση των δεδομένων του παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι α) Τρία από τα 
δεκατρία παιδιά της Ο.Ε. και δώδεκα από τα δεκαοκτώ παιδιά της Ο.Π. σχεδιάζουν ορθά 
τέσσερις ολόκληρους κύκλους τους οποίους σκιάζουν ολόκληρους και έναν ακόμη τον οποίο 
χωρίζουν σε 2 ίσα μέρη και σκιάζουν το 1 από αυτά εμφανίζοντας έτσι με αναπαραστάσεις 
το καταχρηστικό κλάσμα αλλά και τον ισοδύναμό του μεικτό αριθμό (Κατηγορία 
Απαντήσεων 1).
Αντιπροσωπευτικό της Κατηγορίας απαντήσεων 1 είναι το παράδειγμα που ακολουθεί;
Σχήμα 5.39: Κ.Α.1 - Ερώτημα 4
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Κεφάλαιο 6°: ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ - ΣΥΖΗΤΗΣΗ
6.1 Εισαγωγικά
Η ερευνά μας σχεδιάστηκε με βάση ένα κεντρικό ερώτημα. Το ερώτημα αυτό αφορούσε το 
βαθμό στον οποίο τα παιδιά μπορούν να οικοδομήσουν ενεργητικά τη γνώση όσον αφορά 
έννοιες στα κλάσματα εμβαθύνοντας σ’ αυτές και υπερβαίνοντας δυσκολίες, παρανοήσεις ή 
εσφαλμένες αντιλήψεις που είχαν διαμορφώσει στο πλαίσιο του κοινωνικού και 
πολιτισμικού περιβάλλοντος στο οποίο ανήκουν (οικογένεια, σχολείο, κοινωνία κ.λ.π.).
Για το σκοπό αυτό έγινε προσπάθεια να ανιχνευτούν οι αντιλήψεις των παιδιών για τις 
πράξεις στα κλάσματα καθώς και τις έννοιες της ισοδυναμίας, του Μέρους - Όλου, της 
δίκαιης μοιρασιάς, του καταχρηστικού κλάσματος και του μεικτού αριθμού πριν και μετά τις 
διδακτικές παρεμβάσεις στην ομάδα Ελέγχου και στην ομάδα Παρέμβασης. 
Χρησιμοποιήθηκαν εργαλεία ανίχνευσης όπως αρχικές και τελικές συνεντεύξεις, αρχικά και 
τελικά τεστ, οι καταγραφές των απαντήσεων των παιδιών στα φύλλα εργασίας, τα οποία 
επεξεργάστηκαν στη φάση των διδακτικών παρεμβάσεων. Ακόμη δεδομένα συλλέχθηκαν 
από τις καταγραφές παρατηρητών και τις βιντεοσκοπημένες καταγραφές των ενεργειών αλλά 
και των αλληλεπιδράσεων τόσο μεταξύ των παιδιών όσο και μεταξύ των παιδιών και του 
διδάσκοντος σε περιβάλλον παραδοσιακής διδασκαλίας (η ομάδα Ελέγχου) και σε σύγχρονο 
περιβάλλον εποικοδομητικής προσέγγισης και συνεργατικής μάθησης με χρήση χειραπτικών 
υλικών και εκπαιδευτικών λογισμικών (η ομάδα Παρέμβασης).
Η βασική μας ερευνητική υπόθεση ήταν ότι τα παιδιά λειτουργώντας σε ένα σύγχρονο 
μαθησιακό περιβάλλον, όπως αυτό που περιγράψαμε μόλις προηγουμένως, οικοδομούν 
ενεργητικά τη γνώση στα κλάσματα εμβαθύνοντας σε κλασματικές έννοιες όπως η 
ισοδυναμία, η έννοια του Μέρους - Όλου, η δίκαιη μοιρασιά, το καταχρηστικό κλάσμα, ο 
μεικτός αριθμός και οι πράξεις στα κλάσματα. Είναι δηλαδή σε θέση να αναπαραστήσουν 
διαδικασίες επίλυσης προβλημάτων πραγματικής κατάστασης στο υλικό επίπεδο 
χρησιμοποιώντας χειραπτικά υλικά αλλά και να οπτικοποιήσουν τις λύσεις τους αυτές στο 
φύλλο εργασίας τους σχεδιάζοντας αναπαραστατικά σχήματα και κάνοντας χρήση των 
κατάλληλων για την εκάστοτε περίσταση αναπαραστατικών μοντέλων προχωρώντας έτσι 
πέρα από το επίπεδο της διαδικαστικής γνώσης, στο επίπεδο της δηλωτικής γνώσης.
Με τη φράση διαδικαστική γνώση στην περίπτωση αυτή εννοούμε κυρίως την ανάπτυξη 
υπολογιστικών δεξιοτήτων, την εκμάθηση ρουτινών (εύρεση Ε.Κ.Π., και Μ.Κ.Δ., μετατροπή
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κλασμάτων: ετερωνύμων σε ομώνυμα, καταχρηστικών σε μεικτούς και αντίστροφα, 
απλοποίηση κλασμάτων, ρουτίνες πράξεων, κ.λ,π.) και την εξάσκηση σ’ αυτές ώστε τα 
παιδιά γρήγορα και σχεδόν αυτόματα να μπορούν να εκτελέσουν μια πράξη ή να 
ολοκληρώσουν μια διαδικασία στα κλάσματα. Πρόκειται για την γνώση στην οποία κυρίως 
στοχεύει η παραδοσιακή διδασκαλία για τα κλάσματα και για την οποία θα ισχυριζόμαστε 
ότι ενώ σαφώς και διατηρεί την αξία της, δεν μπορεί να αποτελέσει την υποδομή πάνω στην 
οποία τα παιδιά θα οικοδομήσουν την ουσιαστική γνώση στα κλάσματα. Τον ρόλο αυτό 
μπορεί να επιτελέσει ένα σύγχρονο περιβάλλον μάθησης με χαρακτηριστικά, στα οποία ήδη 
σε προηγούμενο σημείο έχουμε αναφερθεί, και το οποίο βοηθά τα παιδιά να δημιουργήσουν 
τις κατάλληλες εννοιολογικές συνδέσεις, βιώνοντας τα κλάσματα με τις αισθήσεις τους, 
μιλώντας και γράφοντας γι αυτά, δίνοντάς τους μορφή με τα χειραπτικά υλικά και τα 
αναπαραστατικά μοντέλα, παίζοντας μαζί τους μέσω των περιβαλλόντων των εκπαιδευτικών 
λογισμικών αλλά και των κατασκευών με τα χειραπτικά υλικά, συνθέτοντας λύσεις για 
προβλήματα πραγματικών καταστάσεων.
Στηριζόμενοι στα αποτελέσματα της ανάλυσης των δεδομένων της έρευνάς μας 
μπορούμε να πούμε ότι η ερευνητική μας υπόθεση επαληθεύεται. Τη θέση αυτή θα 
αναπτύξουμε στη συνέχεια εξειδικεύοντάς την.
6.2 Πρόσθεση και αφαίρεση στα κλάσματα
Οπως προ έκυψε από την ανάλυση των δεδομένων που αφορούσαν τις αντιλήψεις των 
παιδιών για την πρόσθεση στα κλάσματα, ένας σημαντικός αριθμός των παιδιών και των δύο 
ομάδων εμφάνισε τη συχνά αναφερόμενη στη βιβλιογραφία παρανόηση σύμφωνα με την 
θ7ΐοία τα παιδιά όταν προσθέτουν κλάσματα εξάγουν ως άθροισμά τους ένα κλάσμα που έχει 
αριθμητή το άθροισμα των αριθμητών των κλασμάτων και τιαρονομαστή το άθροισμα των 
παρονομαστών τους. Στην διάρκεια της διδακτικής παρέμβασης στην ομάδα Παρέμβασης τα 
παιδιά εργάστηκαν σε ένα μαθησιακό 7ΐεριβάλλον με εποικοδομιστικά χαρακτηριστικά. 
Εργαζόμενα σε συνεργατικό πλαίσιο, χρησιμοποιώντας χειραπτικά υλικά και 
αλληλεπιδρώντας με εκπαιδευτικό λογισμικό (ενότητα “Explore” στη δραστηριότητα 
«Κατασκευάζω το χαλώ) η τιλειονότητα των παιδιών προσέγγισε την έννοια της πρόσθεσης 
στα κλάσματα με διαφορετικούς τρ07ΐους.
Τα παιδιά με τη διαδικασία που ονομάσαμε «πρόσθεση εκ μεταφοράς» και 
χρησιμοποιώντας χειραπτικά υλικά, σχεδιάζοντας στο χαρτί αναπαραστατικά σχήματα, ή
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προσομοιώνοντας τη διαδικασία στον υπολογιστή μετέφεραν τα προς πρόσθεση ισοδύναμα 
με τα αρχικά και ομώνυμα μεταξύ τους κλάσματα σε ένα Όλο όμοιο με εκείνα των επιμέρους 
κλασμάτων οπτικοποιώντας με αυτό τον τρόπο την έννοια του ενιαίου Όλου. Τα παιδιά 
γενικότερα επιλύνοντας προβλήματα που είχαν ως κύρια πράξη επίλυσής τους την πρόσθεση 
(βλ. π.χ. πρόβλημα Streefland [Φύλλο Εργασίας 3], πρόβλημα στο οποίο μπορούν να 
«εμπλακούν» και οι τέσσερις πράξεις) αλλά και προβλήματα π.χ. πολλαπλασιασμού που τα 
έλυναν με διαδοχικές προσθέσεις και μετατροπής καταχρηστικών κλασμάτων σε μεικτούς 
αριθμούς όπου και πάλι ο μεικτός προ έκυπτε από την πρόσθεση κλασμάτων ίσων με τη 
μονάδα και γνησίων κλασμάτων, είχαν τη δυνατότητα να προσεγγίσουν την πρόσθεση με 
διαφορετικό τρόπο από εκείνο της παραδοσιακής διδασκαλίας. Από την άλλη μεριά στα 
παιδιά της ομάδας Ελέγχου στη φάση της διδασκαλίας της πρόσθεσης και της αφαίρεσης 
δόθηκε, όπως συμβαίνει στο παραδοσιακό διδακτικό μοντέλο, βαρύτητα στο υπολογιστικό 
της μέρος.
Από την επεξεργασία των δεδομένων που συλλέχθηκαν κατά τη διάρκεια των 
παρεμβάσεων και μετά το πέρας αυτών προέκυψε ότι τα παιδιά της ομάδας Παρέμβασης σε 
σημαντικά μεγαλύτερο βαθμό από εκείνα της ομάδας Ελέγχου ήταν σε θέση να επιλέγουν 
ορθά την πράξη της πρόσθεσης ως στοιχείο επίλυσης προβλημάτων (εκ των οποίων αρκετά 
πραγματικής κατάστασης) και να την εκτελούν σωστά χρησιμοποιώντας για το σκοπό αυτό 
κατάλληλα αναπαραστατικά σχήματα και συνοδεύοντας σε αρκετές περιπτώσεις τη λύση 
τους με λεκτική ερμηνεία. Υπήρξε και αριθμός παιδιών της ομάδας Παρέμβασης που 
φαίνονταν να συνεχίζουν να συναντούν δυσκολίες στην πρόσθεση κλασμάτων. Τα παιδιά 
αυτά σε κάποια από τα προβλήματα που επεξεργάστηκαν (επρόκειτο συνήθως για 
προβλήματα πολλαπλασιασμού που έλυναν κάνοντας διαδοχική πρόσθεση ή για προβλήματα 
σχηματισμού καταχρηστικού κλάσματος μετά από αναγνώριση των κλασμάτων προσθετέων 
με βάση προϋπάρχοντα αναπαραστατικά σχήματα) παρουσίασαν ως άθροισμα ένα κλάσμα 
του οποίου ο παρονομαστής παριστάνονταν ως Όλο το οποίο ήταν τόσο ως αναπαραστατικά 
σχήμα όσο και ως αριθμός το άθροισμα των επιμέρους Όλων. Όσον αφορά την πράξη της 
αφαίρεσης, αν και δεν μελετήθηκε στον ίδιο βαθμό με εκείνη της πρόσθεσης, θα 
μπορούσαμε με βάση τα υπάρχοντα στοιχεία να αναφέρουμε ότι εξάγουμε όμοια 
συμπεράσματα όπως αυτά της πρόσθεσης.
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6.3 Πολλαπλασιασμός στα κλάσματα
Από τη ανάλυση των δεδομένων που αφορούσαν τις αντιλήψεις των παιδιών για τον 
πολλαπλασιασμό στα κλάσματα προέκυψε ότι τα παιδιά και των δύο ομάδων επιλέγουν 
αρκετές φορές για την επίλυση προβλημάτων, λανθασμένα, την πράξη συνήθως της 
αφαίρεσης αλλά και κάποιες φορές της πρόσθεσης αντί του πολλαπλασιασμού. Αυτό 
συμβαίνει επειδή τα παιδιά έχουν συνηθίσει από τη διδασκαλία των πράξεων στους 
ακεραίους να αντιλαμβάνονται ότι φράσεις σε προβλήματα όπως «αυξήθηκε» ή «μειώθηκε» 
σημαίνουν ως πράξη, πρόσθεση ή αφαίρεση αντίστοιχα. Εξ αιτίας αυτού δυσκολεύονται να 
αντιληφθούν τον διαφορετικό ρόλο που μπορεί να παίζει σε ένα πρόβλημα το κλάσμα ως π.χ. 
το μέρος ενός μέρους του Όλου (λειτουργώντας εντέλει είτε αυξητικά είτε απομειωτικά) στο 
ποσό αναφοράς του) κάτι που αλγοριθμικά πραγματοποιείται με την πράξη του 
πολλαπλασιασμού. Για τον λόγο που μόλις αναφέραμε τα παιδιά συναντούν δυσκολίες στην 
αναγωγή του γινομένου δύο κλασμάτων στο αρχικό Όλο. Ακόμη αρκετά παιδιά 
προσεγγίζουν τον πολλαπλασιασμό κλάσματος με ακέραιο σαν δύο ξεχωριστές πράξεις 
ακεραίων, μια διαίρεση και ένα πολλαπλασιασμό. Δεν αναγνωρίζουν έτσι την πραγματική 
διάσταση της έννοιας του κλασματικού αριθμού και την ύπαρξη των όρων του κλάσματος 
μέσα από τη σχέση Μέρους - Όλου που τους ορίζει. Τα παιδιά σε κάποιες περιπτώσεις 
εμφάνισαν με αναπαραστατικό σχήμα τον πολλαπλασιαστή, που σημαίνει ότι λανθασμένα 
του προσέδιδαν μαθηματική οντότητα ίδια με του πολλαπλασιαστέου και το γινόμενο με 
αναπαραστατικό σχήμα όπου το Όλο εμφανιζόταν ως μεγαλύτερο εκείνου του 
πολλαπλασιαστέου.
Στη φάση των διδακτικών παρεμβάσεων η ομάδα Παρέμβασης επεξεργάστηκε 
προβλήματα πολλαπλασιασμού κλάσματος με κλάσμα και κλάσματος με ακέραιο 
χρησιμοποιώντας εκτός από εκπαιδευτικό λογισμικό (ενότητα “Explore” στη δραστηριότητα 
«Σχεδιάζω το δωμάτιό μου») και χειραπτικά υλικά αναπαριστώντας την πράξη του 
πολλαπλασιασμού σε υλικό επίπεδο αλλά και στα φύλλα εργασίας με αναπαραστατικά 
σχήματα που αναφέρονταν σε αναπαραστατικά μοντέλα επιφάνειας, μέτρησης αλλά και 
διακριτών αντικειμένων. Η διδακτική παρέμβαση στην ομάδα Ελέγχου βασίστηκε στην 
ανάπτυξη των υπολογιστικών δεξιοτήτων στην πράξη του πολλαπλασιασμού.
Από τη συγκριτική μελέτη των δεδομένων που συλλέχθηκαν από τις δύο ομάδες κατά 
τη διάρκεια των διδακτικών παρεμβάσεων και μετά το πέρας της προκύπτει ότι τα παιδιά της 
Ομάδας Ελέγχου συνεχίζουν να δυσκολεύονται ιδιαίτερα στον εντοπισμό του
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πολλαπλασιασμού στα προβλήματα, ως πράξης επίλυσής τους, στην εξεικόνιση του με τη 
βοήθεια αναπαραστατικών σχημάτων καθώς και στην πραγματοποίηση των κατάλληλων 
εννοιολογικών συνδέσεων ανάμεσα στον πολλαπλασιασμό κλασμάτων και την έννοια Μέρος 
— Όλο. Από την άλλη μεριά τα παιδιά της ομάδας Παρέμβασης δείχνουν αναλογικά σε 
αρκετά μεγαλύτερο βαθμό να προσεγγίζουν τα προβλήματα πολλαπλασιασμού πέρα από το 
στενό υπολογιστικό πλαίσιο, πιο ολοκληρωμένα, αξιοποιώντας ορθά τα αναπαραστατικά 
μοντέλα και παρέχοντας σε αρκετές περιπτώσεις και λεκτική ερμηνεία-των λύσεων που 
προτείνουν.
6.4 Διαίρεση στα κλάσματα
Από την ανάλυση των δεδομένων που αφορούσαν τις αντιλήψεις των παιδιών για τη 
διαίρεση στα κλάσματα προέκυψε ότι τα παιδιά και των δύο ομάδων συχνά επέλεγαν για την 
επίλυση προβλημάτων αντί της διαίρεσης, τον πολλαπλασιασμό ή την μη διαδοχική 
αφαίρεση. Ακόμη συναντούσαν ιδιαίτερη δυσκολία στην κατανόηση διαιρέσεων όπου Δ < δ. 
Η διαπίστωση αυτή προέκυψε από την ανίχνευση στα δεδομένα της δυσκολίας που 
εμφάνισαν τα παιδιά κυρίως στην αναπαραστατική έκφραση και την ερμηνεία αυτών των 
διαιρέσεων.
Κατά τη διάρκεια των διδακτικών παρεμβάσεων τα παιδιά της ομάδας Παρέμβασης 
εργάστηκαν με χειραπτικά υλικά, με αναπαραστατικά μοντέλα μέτρησης και επιφάνειας και 
με εκπαιδευτικό λογισμικό (ενότητα “Explore” στη δραστηριότητα «Γεμίζω τα δοχεία μου με 
υγρά»). Τα προβλήματα που επεξεργάστηκαν, κυρίως με τη μέθοδο των κοινών 
παρονομαστών, αφορούσαν διαιρέσεις ομώνυμων ή ετερώνυμων κλασμάτων με πηλίκο 
ακέραιο ή μεικτό, διαιρέσεις ακέραιων με κλάσμα και αντίστροφα, αλλά και κλάσματος με 
κλάσμα όπου Δ < δ. Η ομάδα Ελέγχου διδάχθηκε τη διαίρεση στα κλάσματα στο πλαίσιο 
του παραδοσιακού μοντέλου, δηλαδή η έμφαση δόθηκε στη διαδικασία υπολογισμού της 
πράξης με υιοθέτηση της ρουτίνας «αντί διαίρεση, αντιστροφή και πολλαπλασιασμός του 
Διαιρετέου με τον διαιρέτη».
Από την ανάλυση των δεδομένων που συλλέχθηκαν κατά και μετά τις διδακτικές 
„· παρεμβάσεις προκύπτει ότι τα παιδιά της ομάδας Παρέμβασης συγκριτικά με εκείνα της 
ομάδας Ελέγχου, επιλύουν τα προβλήματα διαίρεσης προσεγγίζοντας τα πιο ολοκληρωμένα. 
Δηλαδή είναι σε θέση να οπτικοποιήσουν τη σκέψη τους χρησιμοποιώντας με μεγάλη 
ευχέρεια αναπαραστατικά σχήματα και να συνοδεύσουν πολλές φορές αυτή τη λύση και με
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λεκτικές επεξηγήσεις. Με τον τρόπο αυτό δείχνουν να κατανοούν σε βάθος το πρόβλημα και 
την πορεία επίλυσής του σε αντίθεση με τα παιδιά της ομάδας Ελέγχου που εκτός του ότι 
συχνά δεν αναγνωρίζουν την διαίρεση ως πράξη επίλυσης ανάλογων προβλημάτων και όταν 
αυτό συμβαίνει περιορίζονται συνήθως στην καθαρά υπολογιστική πλευρά του.
6.5 Ισοδυναμίες στα κλάσματα
Η έννοια της ισοδυναμίας στα κλάσματα αποτέλεσε για εμάς αντικείμενο διερεύνησης για το 
λόγο ότι, πέρα από την γενικότερη συμβολή της στην οικοδόμηση από τα παιδιά των 
κλασματικών εννοιών, αποτέλεσε ένα από τα βασικά εργαλεία της διδακτικής παρέμβασης 
μας στην ομάδα Παρέμβασης. Στηριζόμενοι στα δεδομένα που συλλέχθηκαν πριν αλλά σε 
κάποιες περιπτώσεις και κατά τη διάρκεια των διδακτικών παρεμβάσεων, μπορούμε να 
ισχυριστούμε ότι τα παιδιά και των δύο ομάδων συνάντησαν στη φάση αυτή δυσκολίες στη 
δημιουργία ισοδύναμων κλασμάτων. Αυτό έγινε περισσότερο εμφανές όταν τα παιδιά 
χρειάστηκε να συνδέσουν εννοιολογικά και να ερμηνεύσουν τις ισοδυναμίες που 
δημιουργούσαν με βάση αναπαραστατικά σχήματα. Ενώ δηλαδή ένα μέρος των παιδιών ήταν 
σε θέση να δημιουργήσουν στο διαδικαστικό επίπεδο, με σχετικά απλές διαδικασίες, σειρές 
ισοδύναμων κλασμάτων, φαίνονταν να δυσκολεύονται ιδιαίτερα όταν αυτό έπρεπε να το 
πραγματοποιήσουν και να το ερμηνεύσουν με χρήση αναπαραστατικών σχημάτων και 
λεκτική ερμηνεία. Τα παιδιά σε κάποιες περιπτώσεις χαρακτήριζαν ισοδύναμα κλάσματα με 
διαφορετικούς όμως όρους ως άνισα μεταξύ τους (αφού τους συνέκριναν ως να ήταν 
ακέραιοι). Ακόμη δυσκολεύονταν να δημιουργήσουν ισοδύναμα κλάσματα με βάση 
αναπαραστατικά σχήματα στα οποία π.χ. δεν ήταν πλήρης ο χωρισμός και η σκίαση ή η 
σκίαση δεν ήταν συνεχής.
Στη φάση των διδακτικών παρεμβάσεων τα παιδιά της ομάδας Παρέμβασης εργάστηκαν 
πολύ με ισοδυναμίες κλασμάτων χρησιμοποιώντας χειραπτικά υλικά αλληλεπιδρώντας με τα 
εκπαιδευτικά λογισμικά και σχεδιάζοντας αναπαραστατικά σχήματα. Άλλωστε, όπως και σε 
προηγούμενο σημείο του κεφαλαίου αυτού αναφέρουμε, η δημιουργία ισοδυναμιών και κατ’ 
επέκταση η μέθοδος των κοινών παρονομαστών αποτέλεσε έναν από τους βασικούς άξονες 
στο σχεδίασμά και την υλοποίηση της διδακτικής μας παρέμβασης. Στην ομάδα Ελέγχου, η 
έννοια της ισοδυναμίας στα κλάσματα προσεγγίστηκε κυρίως διαδικαστικά για την εκτέλεση 
πράξεων μέσα από την εύρεση του Ε.Κ.Π. και την μετατροπή των ετερώνυμων κλασμάτων 
σε ομώνυμα.
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Από την ανάλυση των δεδομένων που συλλέξαμε στη φάση της υλοποίησης των 
διδακτικών παρεμβάσεων αλλά και μετά το πέρας τους προκύπτει ότι τα παιδιά της ομάδας 
Ελέγχου συνεχίζουν όσον αφορά την έννοια της ισοδυναμίας στα κλάσματα να συναντούν 
τις ίδιες δυσκολίες με αυτές που είχαμε καταγράψει στο στάδιο που προηγήθηκε των 
διδακτικών παρεμβάσεων. Από την άλλη τα παιδιά της ομάδας Παρέμβασης φαίνεται να 
έχουν στην πλειονότητά τους αποκτήσει ευχέρεια από τη μία στη δημιουργία ισοδύναμων 
κλασμάτων και από την άλλη στο χειρισμό των κλασματικών ισοδυναμιών; ως εργαλείο για 
την εκτέλεση πράξεων με κλάσματα. Χαρακτηριστική είναι η περίπτωση πολλών παιδιών 
της ομάδας Παρέμβασης τα οποία προτείνουν ως εναλλακτική στην παραδοσιακή διαδικασία 
διαίρεσης κλασμάτων (αντί διαίρεσης, πολλαπλασιασμός με το αντίστροφο του διαιρέτη) την 
μέθοδο των κοινών παρονομαστών με εύρεση των ισοδύναμων κλασμάτων, μια διαδικασία 
που είναι εγγύτερη στην προηγούμενη γνώση των παιδιών για τη διαίρεση στους ακέραιους 
αριθμούς αφού ενεργοποιεί το πρότυπο Δ = δ x π + υ.
6.6 Καταχρηστικά κλάσματα, μεικτοί αριθμοί
Μελετώντας τα δεδομένα που συλλέξαμε πριν και αφορούσαν τις αντιλήψεις των παιδιών για 
τα καταχρηστικά κλάσματα και τους μεικτούς αριθμούς διαπιστώσαμε ότι αυτό που έχουν 
προσλάβει τα παιδιά ως σημαντικό σε σχέση με τις προαναφερόμενες έννοιες και έχουν 
αναπτύξει ως δεξιότητα είναι κυρίως η διαδικασία μετατροπής καταχρηστικού κλάσματος σε 
μεικτό αριθμό και αντίστροφα. Όταν όμως ζητείται από τα παιδιά να ερμηνεύσουν ένα 
καταχρηστικό κλάσμα ή ένα μεικτό αριθμό είτε με αριθμητική ανάλυση είτε πολύ 
περισσότερο με σχηματικές αναπαραστάσεις ή με λόγια αναδεικνύονται και οι μεγάλες 
δυσκολίες αλλά και οι παρανοήσεις των παιδιών σε σχέση με τις έννοιες αυτές. Έτσι 
παρατηρούμε ότι τα παιδιά ερμηνεύουν πολλές φορές ένα καταχρηστικό κλάσμα με όρους 
γνήσιου κλάσματος, εκλαμβάνουν τα Όλα σε μια ενότητα αναπαραστατικών σχημάτων ως 
μέρη αντιστοιχίζοντας στην ενότητα αυτή σχημάτων λανθασμένα ένα γνήσιο κλάσμα αντί 
ενός καταχρηστικού κλάσματος ή ενός μεικτού αριθμού. Γενικότερα από τις απαντήσεις των 
παιδιών αναδεικνύεται και σ’ αυτές τις έννοιες η ελλιπής προσέγγιση της παραδοσιακής 
διδασκαλίας, η οποία δίνει έμφαση στις υπολογιστικές δεξιότητες, είναι ιδιαίτερα αρνητικά 
ετεροβαρής ως προς την παρουσία καταχρηστικών κλασμάτων και μεικτών αριθμών στη 
διδακτέα ύλη και δίνει ελάχιστες δυνατότητες εξεικόνισης και αναπαράστασης των 
κλασματικών αυτών εννοιών.
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Η διδακτική παρέμβαση στην ομάδα Παρέμβασης πραγματοποιήθηκε σε ένα 
μαθησιακό περιβάλλον με εποικοδομιστική προσέγγιση όπου τα παιδιά είχαν την ευκαιρία σε 
αρκετές περιπτώσεις να εργαστούν με καταχρηστικά κλάσματα και μεικτούς αριθμούς. Τα 
συνάντησαν ως παράγοντες ή ως εξαγόμενα πράξεων, ως αριθμούς προς σύγκριση, 
αντιστοιχίζοντας τα με αναπαραστατικά σχήματα και ερμηνεύοντάς τα λεκτικά, συνθέτοντάς 
τα ή αναλύοντάς τα με τη βοήθεια χειραπτικών υλικών και σε ψηφιακή μορφή μέσω της 
αλληλεπίδρασης με εκπαιδευτικά λογισμικά. Η διδακτική παρέμβαση στην ομάδα Ελέγχου 
κινήθηκε στο πλαίσιο της παραδοσιακής διδασκαλίας όπως το περιγράψαμε μόλις 
προηγουμένως.
Η ανάλυση των δεδομένων που συλλέχθηκαν στη φάση της διδακτικής παρέμβασης και 
μετά το πέρας της διαμορφώνουν διαφορετική εικόνα για τις δύο ομάδες της έρευνάς μας. 
Χαρακτηριστικό παράδειγμα της ποιοτικής διαφοροποίησης που παρατηρείται ανάμεσα στις 
δύο ομάδες της έρευνάς μας όσον αφορά τις αντιλήψεις των παιδιών για τις έννοιες των 
καταχρηστικών κλασμάτων και των μεικτών αριθμών αποτελούν τα στοιχεία από τις 
απαντήσεις στο Ερώτημα 6 του αρχικού τεστ και στο όμοιο με αυτό Ερώτημα 4 του τελικού 
τεστ όπως εμφανίζονται στους αντίστοιχους πίνακες. Ενώ στην ομάδα Ελέγχου ο αριθμός 
των παιδιών που είναι σε θέση να αναπαραστήσουν με σχήματα ένα καταχρηστικό κλάσμα 
παραμένει ακριβώς ο ίδιος πριν και μετά τη διδασκαλία, στην ομάδα Παρέμβασης πριν την 
παρέμβαση κανένα παιδί δεν αναπαριστά σωστά το καταχρηστικό κλάσμα ενώ μετά σωστά 
απαντά το 70 % περίπου των παιδιών της ομάδας αυτής. Όμοια στοιχεία προκύπτουν για τις 
δύο ομάδες και για την έννοια του μεικτού αριθμού. Μια δυσκολία που φαίνεται να 
παραμένει και για τα παιδιά των δύο ομάδων (η ομάδα Παρέμβασης παρουσίασε μετά την 
διδακτική Παρέμβαση μια αξιοσημείωτη βελτίωση αλλά όχι στον βαθμό που αναμένονταν) 
είναι η αριθμητική έκφραση με καταχρηστικό κλάσμα όπως αυτό προκύπτει από την 
ανάγνωση ενός συνόλου αναπαραστατικών λωρίδων (σε άλλα αναπαραστατικά σχήματα η 
δυσκολία αυτή εμφανίστηκε με πολύ μικρότερη ένταση) που αποτελείται από Όλα και μέρη 
Όλων.
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6.7 Χειραπτικά υλικά , αναπαραστατικά σχέδια, εκπαιδευτικό λογισμικό
Τα τρία αυτά εργαλεία διδασκαλίας και μάθησης έχουν ένα βασικό κοινό σημείο αναφοράς. 
Τη δυνατότητα που παρέχουν για αισθητοποίηση των κλασματικών εννοιών δηλαδή 
ουσιαστικά τη μετατροπή τους από έννοιες, οι οποίες στο πλαίσιο της παραδοσιακής 
διδασκαλίας εκφράζονται αποκλειστικά με σύμβολα και κανόνες που αφορούν κυρίως 
υπολογιστικές διαδικασίες, σε αντικείμενα με υπόσταση υλική (χειραπτικά υλικά), ψηφιακή 
(εκπαιδευτικό λογισμικό) και σχεδιαστική, αναπαραστατική (αναπαραστάσεις στο χαρτί) 
διαμορφώνοντας έτσι ένα περιβάλλον όπου συντελείται οικοδόμηση της γνώσης από τα 
παιδιά.
Στις αρχικές συνεντεύξεις και τα τεστ οι κλασματικές αναπαραστάσεις που υπήρχαν 
καθώς και εκείνες που ζητούνταν από τα παιδιά μαζί με λεκτικές επεξηγήσεις των ενεργειών 
τους για την επίλυση προβλημάτων αποτέλεσαν το όχημα για την ανάδειξη παρανοήσεων και 
δυσκολιών τους σχετικά με κλασματικές έννοιες και πράξεις. Στη συνέχεια οι κλασματικές 
αναπαραστάσεις αποτέλεσαν έναν από τους καθοριστικούς παράγοντες διαμόρφωσης του 
μαθησιακού περιβάλλοντος στο πλαίσιο του οπαίου εξελίχθηκε η διδακτική παρέμβαση στην 
ομάδα Παρέμβασης. Τα παιδιά εργάστηκαν με χειραπτικά υλικά, αναπαραστατικά σχήματα 
στο χαρτί αλλά και σε ψηφιακή μορφή με κατάλληλα εκπαιδευτικά λογισμικά. Κινήθηκαν 
στη διάρκεια της επεξεργασίας κλασματικών εννοιών ατομικά αλλά και ομαδικά σε όλο το 
φάσμα των αναπαραστατικών μοντέλων: μέτρησης ή μήκους, επιφάνειας, διακριτών 
αντικειμένων και σε μια συνεχή πορεία από το συγκεκριμένο προς το συμβολικό. 
Χρησιμοποίησαν διαφορετικά χειραπτικά υλικά όπως κλασματικές λωρίδες, κλασματικούς 
κύκλους, γεωπίνακες, πούλια αξιοποιώντας κάθε φορά τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά του 
καθενός και προσαρμόζοντάς τα στις ανάγκες του προβλήματος που καλούνταν να 
επιλύσουν. Όμοια τα παιδιά σχεδιάζοντας αναπαραστατικά σχήματα, με συχνά σαφείς 
αναφορές σε ανάλογα χειραπτικά υλικά, ήταν σε θέση να οπτικοποιήσουν τη σκέψη τους, να 
καταγράψουν την ίδια τη νοητική τους πορεία και να οικοδομήσουν σταδιακά τη γνώση στα 
κλάσματα υπερβαίνοντας σταδιακά παρανοήσεις και δυσκολίες. Αλληλεπιδρώντας με τα δύο 
εκπαιδευτικά λογισμικά που είχαν στη διάθεσή τους και αξιοποιώντας κυρίως τη λειτουργία 
„ “Explore” (εποικοδομιστικού τύπου) συνέθεσαν διαδοχικά σε ζευγάρια και παρουσίασαν 
στην οθόνη του υπολογιστή προβλήματα κλασμάτων που αφορούσαν τόσο τις έννοιες 
«Μέρος — Όλο» και «Δίκαιη μοιρασιά», όσο και τις τέσσερις πράξεις στα κλάσματα. 
Αντάλλαξαν απόψεις στη ομάδα τους αλλά και με την ολομέλεια της τάξης. Εργάστηκαν
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 09:05:47 EET - 137.108.70.7
177
παράλληλα σε φύλλα εργασίας που αφορούσαν αυτά τα προβλήματα και παρουσίασαν και 
επιβεβαίωσαν τις λύσεις τους και πάλι στην οθόνη του υπολογιστή.
'Οπως προκύπτει από την ανάλυση των δεδομένων που συλλέχθηκαν στη φάση της 
διδακτικής παρέμβασης και μετά το πέρας της τα παιδιά της ομάδας Παρέμβασης δείχνουν 
να έχουν εξοικειωθεί αρκετά και να χρησιμοποιούν με πολύ μεγαλύτερη συχνότητα και 
επιτυχία σε σχέση με πριν, αναπαραστατικά σχήματα αλλά και λεκτική ερμηνεία κατά την 
επίλυση προβλημάτων με κλάσματα. Αντίθετα τα παιδιά της ομάδας Ελέγχου συνεχίζουν 
όπως και πριν να προσεγγίζουν τα προβλήματα καθαρά υπολογιστικά, κάνοντας μόνο 
πράξεις και χωρίς να παρουσιάζουν τη σκέψη τους και να εξηγούν τις λύσεις που 
προτείνουν.
6.8 Προτάσεις για τη διδασκαλία των κλασμάτων
Η διδασκαλία των κλασμάτων στο Δημοτικό σχολείο ξεκινά ήδη από την Τρίτη τάξη και το 
παιδί έχοντας ολοκληρώσει την φοίτησή του στο σχολείο αυτό έχει ήδη διαμορφώσει σε 
σημαντικό βαθμό αντιλήψεις για τις κλασματικές έννοιες. Θεωρώντας ιδιαίτερα σημαντική 
αυτή την περίοδο για την ανάπτυξη της μαθηματικής σκέψης των παιδιών και θέλοντας να 
συμβάλλουμε με τη σειρά μας στο διάλογο για τη διδασκαλία των κλασμάτων στο Δημοτικό 
σχολείο προτείνουμε σε σχέση με το αναλυτικό πρόγραμμα αλλά και με ένα υποστηρικτικό 
αυτού κατάλληλα διαμορφωμένο μαθησιακό περιβάλλον τα παρακάτω:
- Να δοθεί, από την αρχή της διδασκαλίας των κλασμάτων στο Δημοτικό, έμφαση στην 
οικοδόμηση από τα παιδιά των εννοιών «Μέρος - Όλο» και «Δίκαιο μοίρασμα» που είναι 
βασικές για την κατανόηση και την οικοδόμηση των άλλων κλασματικών εννοιών αλλά και 
των πράξεων στα κλάσματα.
- Να είναι εντονότερη η παρουσία αλλά και η χρήση από τα παιδιά των καταχρηστικών 
κλασμάτων και των μεικτών αριθμών σε προβλήματα κλασμάτων. Η τριβή των παιδιών με 
το είδος αυτό των κλασματικών αριθμών συμβάλει και στην διάκριση και την αποφυγή της 
ταύτισης όπως πολύ συχνά συμβαίνει της έννοιας του κλάσματος με αυτή του γνήσιου 
κλάσματος. Ακόμη θα βοηθούσε τα παιδιά να μυηθούν στην έννοια του «περιεχομένου Όλου 
ή Όλων» σε κάποιους κλασματικούς αριθμούς.
- Να αξιοποιηθεί η μέθοδος των κοινών παρονομαστών με τη διαδικασία της εύρεσης 
ισοδυναμιών και στην πράξη της διαίρεσης αφού όπως έχει φανεί με αυτόν τον τρόπο τα
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παιδιά αξιοποιούν δημιουργικά την προηγούμενη γνώση τους για τις πράξεις στους 
ακεραίους.
-Να δίνεται στα παιδιά η δυνατότητα για επεξεργασία κλασματικών εννοιών με τη βοήθεια 
ποικίλλων χειραπτικών υλικών ώστε να μπορούν να οπτικοποιήσουν τις έννοιες που 
πραγματεύονται και παράλληλα να ανακαλύπτουν και να βιώνουν την παιγνιώδη διάσταση 
των μαθηματικών.
- Να παροτρύνονται στην υπέρβαση της απλής υπολογιστικής προσέγγισης των 
προβλημάτων με κλάσματα και στην έκφραση της σκέψης τους με τη βοήθεια 
αναπαραστατικών σχημάτων που τα ίδια θα επιλέγουν ως καταλληλότερα κάθε φορά 
ανάλογα με τα δεδομένα του προβλήματος.
- Να δίνεται ιδιαίτερη προσοχή στο πλαίσιο με το οποίο εισάγονται για επεξεργασία από τα 
παιδιά οι κλασματικές έννοιες. Χωρίς να παραγνωρίζουμε την αξία των υπολογιστικών 
δεξιοτήτων που πρέπει να αποκτήσουν τα παιδιά θεωρούμε ότι τα προβλήματα πραγματικών 
καταστάσεων μπορούν να κεντρίσουν το ενδιαφέρον των παιδιών και να συμβάλλουν στην 
ανάπτυξη γνωστικών στρατηγικών και μεταγν ωστικών δεξιοτήτων. Ακόμη τέτοια 
προβλήματα προσφέρονται για διερεύνηση όχι μόνο σε ατομικό αλλά και σε ομαδικό και 
διομαδικό επίπεδο. Θα προσθέταμε ακόμη ότι προσφέρονται και για τη διασύνδεση 
(διαθεματικού ή διεπιστημονικού τύπου) των μαθηματικών εννοιών με έννοιες από άλλα 
διδακτικά και επιστημονικά πεδία.
- Να δοθεί ιδιαίτερη βαρύτητα στη γλωσσική έκφραση των παιδιών σε σχέση με 
κλασματικές έννοιες. Τα παιδιά να παροτρύνονται όχι μόνο να χρησιμοποιούν σωστά τη 
μαθηματική γλώΓσσα των συμβόλων αλλά και να μπορούν να την «μεταφράζουν» σε 
προφορικό και γραπτό λόγο σημασιολογικά και εκφραστικά ορθό.
- Να ενισχυθούν οι συνεργατικές μορφές μάθησης με τη δημιουργία προϋποθέσεων κοινών 
δράσεων στην ομάδα (χειραππικά υλικά, λογισμικό) και ανάπτυξης διαλόγου ενοομαδικά και 
διομαδικά.
- Να ενισχυθεί η αλληλεπίδραση των παιδιών με εκπαιδευτικά λογισμικά που ασχολούνται 
με τα κλάσματα και έχουν ως ένα από τα βασικά τους χαρακτηριστικά την εποικοδομιστική 
προσέγγιση στις κλασματικές έννοιες. Τα παιδιά δηλαδή να μην ασχολούνται κυρίως, έστω 
και σε πιο ευχάριστο περιβάλλον με δραστηριότητες υπολογιστικού τύπου αλλά να μπορούν 
τα ίδια να κατασκευάζουν προβλήματα κλασμάτων στο περιβάλλον του λογισμικού και να τα 
επιλύουν ατομικά ή και ομαδικά.
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6.9 Προτάσεις για περαιτέρω έρευνα
Η πρώτη πρόταση μας αφορά στο μέγεθος του δείγματος. Θεωρούμε ότι θα είχε εξαιρετικό 
ενδιαφέρον να διερευνήσουμε την αλήθεια της ερευνητικής μας υπόθεσης διατηρώντας τον 
ίδιο σχεδίασμά όπως και τα ίδια μεθοδολογικά εργαλεία αλλά έχοντας ένα αρκετά 
μεγαλύτερο δείγμα από αυτό της παρούσας έρευνας.
Άλλα θέματα για έρευνα θα μπορούσαν να είναι τα ακόλουθα:
- Τα κριτήρια επιλογής ή απόρριψης των διαφορετικών αναπαραστατικών μοντέλων από τα 
παιδιά.
- Η μελέτη του λόγου, προφορικού και γραπτού που αναπτύσσουν τα παιδιά στη διαδικασία 
επεξεργασίας κλασματικών εννοιών
- Η μελέτη της επίδρασης λογισμικών εποικοδομιστικού τύπου στην οικοδόμηση από τα 
παιδιά των κλασματικών εννοιών.
- Η μελέτη της αντίληψης των παιδιών για την έννοια των κλασματικών αριθμών σε σχέση 
με τα χαρακτηριστικά τους της πυκνότητας και του μη πεπερασμένου, (ανάμεσα σε δύο 
κλασματικούς αριθμούς μπορούν να υπάρχουν άπειροι άλλοι) και σε αντιδιαστολή με την 
προϋπάρχουσα γνώση των παιδιών για τη διαδοχή των ακεραίων.
^m··
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